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Kurzfassung [

KURZFASSUNG

Die vorliegende Arbeit untersucht verschiedene, in kommerziellen GIS-Software-
produkten Ublicherweise implementierte, Interpolationsmethoden flr Grundstlcks-
preise im Bauland. Aktuelle Grundstlckspreise als auch deren Entwicklung sind in
der Wirtschaft und Verwaltung von grofl3er Bedeutung, jedoch wenig transparent. Mit-
hilfe flachendeckender Bodenpreiskarten konnte diesem Problem entgegengewirkt
werden. Zu diesem Zweck mussen aus den punktuell vorhandenen Daten
Schatzungen fur die nicht beprobten Grundsticke berechnet werden. Hierzu stehen
prinzipiell eine Reihe von Interpolationsmethoden zur Verfugung.

Die Arbeit untersucht unter Verwendung der GIS-Software von ArcGIS® die dort
implementierten deterministischen Interpolationsverfahren Globale Polynominter-
polation, lokale Polynominterpolation, Inverse Distance Weighted, Spline Interpola-
tion sowie die geostatistischen Verfahren Ordinary und Universal Kriging. Die
geostatistischen Methoden zeichnen sich durch die Nutzung der raumlichen Auto-
korrelation aus und haben zu einer stark zunehmenden Anwendung in den
verschiedenen Disziplinen gefuhrt.

Datengrundlage fur die Untersuchungen bilden Grundstickspreise aus der Immo-
biliendatenbank ,immo netZT* der Firma ZT-Datenforum in Graz fur die im Nordwes-
ten der Steiermark liegenden Bezirke Schladming und Grobming. Nach Aufbereitung,
statistischen Analysen, Fehlerbereinigung und Ubernahme der Daten in das GIS-
System wurden fur einzelne Gemeinden, die zwei Bezirke und den gesamten Daten-
bestand Schatzoberflachen gerechnet und das Ergebnis anhand der Kreuzvali-
dierung verglichen.

Dabei zeigte sich, dass allein auf dieser wenigen Datengrundlage die geosta-
tistischen Methoden den deterministischen Methoden mit Ausnahme der Spline
Interpolation Uberlegen sind. In Hinblick auf einen mdglichst geringen mittleren
quadratischen Fehler zwischen geschatzten und wahren Wert haben sich die Spline
Interpolation mittels ,completely regularized spline® und die geostatistischen
Methoden als gleichwertig erwiesen, wobei das Ordinary Kriging ausreichend ist und
keine signifikanten Unterschiede zum Universal Kriging aufweist.

Im Ausblick wird hingewiesen, dass durch Hinzunahme geeigneter Zusatzinforma-
tionen die raumliche Struktur der Grundstickspreise besser beschrieben werden
konnte und mittels des erweiterten geostatistischen Verfahrens Co-Kriging genauere
Schatzungen zu erwarten sind. Zuletzt wird noch auf neue Forschungen zu Inter-
polationsmethoden fur raumzeitliche Daten hingewiesen, welche die Zeit als weitere
Dimension gleichzeitig behandeln.
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1 EINLEITUNG

1.1  Notwendigkeit der raumlichen Interpolation

Die meisten Karten sind Darstellungen eines kontinuierlichen Phanomens basierend
auf Beobachtungen an diskreten Punkten (DAVIS, 2002). Das bedeutet,
raumbezogene Daten werden im Allgemeinen punktuell erfasst und an
verschiedenen Orten die Werte der Beobachtungsvariable gemessen. Um
quantifizierte und genaue Informationen Uber raumliche Variationen eines zu
untersuchenden Phanomens zu erhalten, wird mit rdumlich kontinuierlich
variierenden Oberflachen gearbeitet. Aus den punktuellen Stichproben-Messungen
sollen Einzelwerte an anderen nicht beprobten Orten Uber das Untersuchungsgebiet
geschatzt werden. Wahrend die Gelandeoberflache ein anschauliches Beispiel fur
den Typ einer zumeist kontinuierlich variierenden Oberflache ist, liegen bei vielen
thematischen Werteoberflachen (Klima- und Wetterdaten, Grundwasseroberflachen,
Schadstoffkonzentrationen) komplizierte Verhaltnisse vor. Aufgabe der Interpolation
ist es, Naherungswerte fur einen unbekannten Ort zu ermitteln bzw. aus den wenigen
punktuellen Messungen ein mdglichst gutes Bild und Verstandnis der raumlichen
Variation thematischer Oberflachen in einem Untersuchungsgebiet zu gewinnen.

Interpolationen bzw. zuverlassige Schatzungen erweisen sich dann als schwierig,
wenn zusatzliche Faktoren berlcksichtigt werden muissen. Dies fuhrt zu den
geostatistischen Verfahren, die Korrelationen zwischen den Beobachtungswerten
erlauben. Eine wesentliche Voraussetzung flr zuverlassige Ergebnisse mittels
diesen Verfahren ist eine eingehende Datenanalyse.

1.2 Nutzen fur den Immobilienmarkt

Der Immobilienmarkt hat eine grolde volkswirtschaftliche Bedeutung und hat sich zu
einem globalen Markt entwickelt. Nicht zuletzt durch die Ende 2008 weite Teile der
Welt betreffende Wirtschaftskrise, mit ausgelést durch die Immobilienkrise in den
USA, ist klar, wie wichtig der Immobilienmarkt geworden ist. Die Preise am
Grundstucksmarkt sind in den Bereichen Recht, Wirtschaft und Verwaltung von
grolder Bedeutung, insbesondere in der Liegenschaftsbewertung. Liegenschaftswerte
bilden die Grundlage von Investitionen, steuerlichen Angelegenheiten, Aufteilung von
Gemeinschaftskosten,  Enteignungsentschadigungen,  Verlassenschaftsabhand-
lungen, dienen als Beweis fur Sicherstellungen (Belehnungen) usw. Fur die Be-
wertung von Liegenschaften sind flr Immobiliensachverstandige zuverlassige
Informationen Uber das Preisniveau des ortlichen Liegenschaftsmarktes notwendig.
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Dem Vergleichswertverfahren wird dabei eine aus seiner Plausibilitat resultierende
Vorrangigkeit beigemessen. Wenn genugend Vergleichswerte (tatsachlich erzielte
Kaufpreise) existieren, ist dieses Verfahren eine einfache und zuverlassige Methode.
In der Vergangenheit erzielte Kaufpreise kénnen prinzipiell valorisiert, das heift
wertmalig angepasst werden.

Oft sind die einzigen Informationsquellen Anzeigen in den Medien, die haufig auf nur
wenige Grundstlcke beschrankt sind, weshalb auf Schatzungen von Experten
zuruckgegriffen wird. Bodenpreiskarten, erstellt durch Interpolation von tatsachlich
erzielten Kaufpreisen, wirden deutlich das Preisniveau der Grundstlicke
visualisieren und waren geeignet Entscheidungshilfen zu bieten. Diese Konstruktion
bietet weiters die Maoglichkeit der Analyse von raumlicher Veranderung in der
Bewertung.

1.3  Zielsetzung

Aufgabe dieser Arbeit ist es, flr Grundstlickspreise verschiedene Interpolations-
methoden anzuwenden und zu vergleichen und als Ergebnis vertrauenswurdige
Verteilungskarten herzustellen.

Die Punktdaten wurden von der Firma ZT-Datenforum in Graz aus der Immobi-
liendatenbank ,immo netZT* zur Verflgung gestellt und beinhalten die Grund-
stlickspreise fur Bauland, landwirtschaftliche Nutzung und Wald im Gerichtsbezirk
Schladming - Steiermark. Die geometrischen Daten wurden fir die 14 Katastral-
gemeinden des Gerichtsbezirks Uber das Bundesamt flr Eich- und Vermessungs-
wesen (BEV) bezogen. Die Daten der Grundstlickspreise sind einer statistischen
Analyse zu unterziehen, die verschiedenen Interpolationsmethoden (IDW, Spline und
Kriging) auszuwerten und zu vergleichen und das am meisten geeignete Verfahren
zu bestimmen.

Fir diese Untersuchungen stehen prinzipiell eine Reihe von Methoden zur Ver-
fugung, die angewandten Methoden sind aber vor allem auf die verwendete Statistik-
Software IBM® SPSS® Statistics Student Version 18.0, R-Programm 2.12.2 und
Crimestat 3.3, sowie der GIS-Software ArcGIS® 10.0 von ESRI® mit der Erweiterung
ArcGIS Geostatistical Analyst beschrankt.
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2 PUBLIKATIONEN

Im deutschsprachigen Raum finden sich wenig Veroffentlichungen zum Thema
Interpolationsverfahren flr Grundstlickspreise, andere Anwendungen und Unter-
suchungen belegen die prinzipielle Anwendbarkeit dieser Verfahren in den
verschiedenen Disziplinen.

Anhand von Daten Uber die Grundwasserbeschaffenheit verwendet GRAMS (2000) in
Ihrer Doktorarbeit nur das geostatistische Interpolationsverfahren Ordinary Kriging fur
121 unregelmalig verteilte Messstellen. Ausfuhrlich werden die Eignung des Daten-
satzes zur korrekten Regionalisierung Uberprift und Variogrammmodelle be-
schrieben.

GERLACH (2001) vergleicht in lhrer Diplomarbeit die zwei Interpolationsverfahren
Inverse-Distance-Weighted (IDW) und Universal Kriging anhand von Windge-
schwindigkeitsdaten, die in zwei Untersuchungsgebieten, zum einem mit 18 und zum
anderen mit 14 unregelmaRig verteilten Messstationen ermittelt wurden. In einem
Gebiet erweist sich IDW, im anderen Gebiet Universal Kriging als bessere Inter-
polationsmethode. Auf den Vergleich der Interpolationsmethoden wird sehr
ausfuhrlich eingegangen, auf die Wahl der Interpolationsparameter allerdings wenig.
Festzuhalten ist, dass flr eine Interpolation eine sehr geringe Anzahl von
Stutzpunkten (18 bzw. 14 Messstellen) vorhanden ist.

In seiner Doktorarbeit untersucht SPICKERMANN (2005) verschiedene raumliche
Interpolationsverfahren (IDW, Spline, Natural Neighbour, Ordinary Kriging) anhand
von Daten Uber Pflanzenkrankheiten. Die Stichproben sind in einem Raster
gleichmalig angeordnet, was ausfuhrlich begrindet wird. Die besten
Interpolationsergebnisse werden durch Kriging erreicht, nur fir Daten mit zufalliger
Verteilung war IDW zu bevorzugen. Auf die Variogrammanalyse wird ausfuhrlich
eingegangen.

In seiner Diplomarbeit vergleicht PETERS (2008) die raumlichen Interpolations-
verfahren IDW, Spline und Ordinary Kriging flr Ertragswerte im Weinbau. Verwendet
wurde eine regelmalige Stichprobenanordnung, sodass fiur die verschiedenen
Weine 27 bis 47 Stichproben zu Verfigung standen. Fur die Bodenwerte konnten 92
Stutzpunkte zur Interpolation verwendet werden. Auch hier ergibt das Krigingver-
fahren das beste Ergebnis.
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SCHAUPPENLEHNER (2008) untersucht in seiner Dissertation die grundsatzliche
Eignung von Punktdaten der &sterreichischen Finanzbodenschatzung fir die
Erstellung hoch aufgeloster Bodenqualitatskarten mithilfe statistischer als auch
geostatistischer Interpolationsverfahren. Dabei zeigte sich, dass sie geostatistischen
Methoden mit Ausnahme des Ordinary-Kriging bessere Ergebnisse liefern als das
multiple Regressionsmodell. Als bestes Modell hat sich fur die Fragestellung das
Regression Kriging-Modell erwiesen, wenngleich die Unterschiede zu Universal
Kriging und Co-Kriging geringfligig sind.

In seiner umfassenden Dissertation behandelt GAu (2010) den Einfluss des
Anwenders im geostatistischen Modellierungsprozess am Beispiel der Baugrund-
modellierung. Im Mittelpunkt praxisnaher Untersuchungen steht im Wesentlichen der
Aspekt der Anwendung unter Beschreibung der eingesetzten Methoden. Mit einer
geostatistischen Anwendung ist jedoch die Notwendigkeit von Entscheidungen
gegeben, die vom Benutzer oft unbewusst getroffen werden. Die Einflussnahme des
Anwenders erstreckt sich auf die qualitative Auswahl von Parametern (z. B. Auswahl
von Variogrammmodellen) aber auch auf die quantitative Festlegung von Einfluss-
grollen (z. B. Toleranzkriterien, Variogrammparameter). Wesentliches Ergebnis der
Arbeit ist, dass die Einflussnahme des Benutzers erheblich ist. Bedingt durch
Prinzipien der Geostatistik hat der Anwender insbesondere methodenspezifische
Parameter und Optionen auszuwahlen, die zwar scheinbar eine objektive
Modellierung gestatten, im Kern jedoch weiterhin subjektiv bleiben. Mit steigendem
Detaillierungsgrad der Entscheidungen entziehen sich die jeweiligen Parameter, die
sich bisweilen nur ansatzweise mit den im Phanomen verwirklichten Strukturen
parallelisieren lassen, immer weiter der gedanklichen Nahvollziehbarkeit. Die in
dieser Arbeit getroffenen Aussagen lassen sich, insbesondere zur Variographie und
zum Kriging, prinzipiell auch auf andere Anwendungen als der Baugrund-
modellierung Ubertragen.

Interpolation und Analyse fur Grundstickspreise untersucht DUMFARTH (1996) in
seiner Diplomarbeit fur Bodenpreisoberflachen der Stadt Salzburg. Getestet und
verwendet wurden die in der Software Arclnfo implementierten Verfahren IDW und
das als dort bezeichnete Minimum Curvature Spline bezeichnete CRS (completely
regularized spline with smoothing and tension). Da die Ergebnisse der Qualitatstests
mit CRS meist besser waren, wurde die der Studie zugunsten des Splineverfahrens
entschieden. Kriging setzt grundsatzlich eine homogene Variabilitat der Werte Gber
den Raum voraus (Normalverteilung der Daten) und daher wegen Ausreiler auf
dieses stabile Interpolationsverfahren zurickgegriffen und Kriging nicht untersucht
wurde.
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POCHINGER (2009) analysiert in seiner Masterarbeit Grundstlckspreise fur die
Steiermark anhand statistischer Methoden. Ziel der Arbeit war jedoch nicht
Verteilungskarten zu erzeugen, sondern einen Preisindex zu ermitteln, der fir die
Valorisierung verwendet werden kann. Fur den Gerichtsbezirk Schladming wurde
dies exemplarisch durchgefihrt.

Mit diesen Daten setzt die gegenstandliche Masterthesis fort, um mittels Interpolation
direkte Schatzwerte flr aktuelle Grundstlckspreise zu erhalten.
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3 GRUNDLAGEN

3.1  Grundlagen der Statistik

Statistik wird einerseits als eigenstandige mathematische Disziplin Uber das
Zusammenfassen, die Analyse, die Charakterisierung und Interpretation von Daten
betrachtet, anderseits als Teilgebiet der Mathematik, insbesondere der Stochastik,
angesehen. Die Stochastik befasst sich mit dem Beschreiben und Untersuchen von
Zufallsexperimenten. Statistik ist eine auf Mathematik basierende Methode zur
Analyse von quantitativen Daten. Sie verbindet dabei empirische Daten mit
theoretischen Modellen.

Die Statistik kann in drei Teilbereiche eingeteilt werden:

- Die deskriptive (beschreibende) Statistik zur Gliederung, Zusammenfassung,
Darstellung und Analyse vorhandener Daten. Mit ihren Methoden verdichtet
man quantitative Daten zu Tabellen, grafischen Darstellungen und Mal3zahlen.

- Die induktive (schlieBende) Statistik oder Interferenzstatistik leitet aus den
Daten einer Stichprobe Eigenschaften der zugehérigen Grundgesamtheit ab.
Die Wahrscheinlichkeitstheorie liefert die Grundlagen fur die erforderlichen
Schatz- und Prifverfahren.

- Die explorative (analytische) Statistik ist methodisch eine Zwischenform der
beiden vorgenannten Teilbereiche, erlangt als Anwendungsform jedoch
zunehmend eigenstandige Bedeutung. Mittels deskriptiver Verfahren und
induktiver Testmethoden werden mdgliche Zusammenhange zwischen Daten in
vorhandenen Datenbestanden systematisch gesucht und zugleich in lhrer
Starke und Ergebnissicherheit bewertet.

3.1.1 Explorative Statistik

Empirische Daten, deren Struktur und Auffalligkeiten interessieren, werden mit den
Methoden der deskriptiven und der (erkundenden) explorativen Datenanalyse (EDA)
untersucht, ohne dass ein Modell vorausgesetzt wird. Dies gilt insbesondere flr
Daten irgendwelcher Teilgesamtheiten, die nicht auf sorgfaltig geplante Art
gewonnen worden sind. Aufgabe der EDA ist das Aufspuren und die zusammen-
fassende Darstellung unbekannter Strukturen von (umfangreichen) Stichproben bei
unbekannter Grundgesamtheit, kaum geplanter Datenerhebung, Unklarheit Uber die
Auswahl geeigneter Modelle und quantitativ nicht fassbarer Aussagegenauigkeit
(SACHs & HEDDERICH, 2009). In diesem Kapitel werden grafische Darstellungen und
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Malizahlen zusammengefasst, die bei der Charakterisierung der Daten Anwendung
finden.

3.1.1.1 Grafische Darstellungen

Ein erster Uberblick Uber die Datenverteilung kann durch ein Histogramm gewonnen
werden. In diesen werden die in Klassen zusammengefassten Messwerte und ihre
Haufigkeit aufgetragen (Abb. 3.1). Damit kann die zugrunde liegende Verteilungsform
(gleichmaldig, symmetrisch, asymmetrisch) abgeschatzt werden. Des weiteren sind
aus dem Histogramm anschaulich Extremwerte ersichtlich, die mdgliche Ausreilder
darstellen.

Histogramm

— Mittelw ert = 67,29
Std.-Abw . = 45,711
N =292

60

Héaufigkeit

207

R |

T T T T T T
0,00 50,00 100,00 150,00 200,00 250,00 300,00

Preis_m2

Abb. 3.1: Histogramm der Baulandgrundstiicks-
preise pro m? (ohne Valorisierung)

Eine weitere grafische Darstellungsform ist der sogenannte Box-Plot (Abb. 3.2).
Dafur werden alle Daten der Grofde nach geordnet und die Quartildistanz (/59) aus
der Differenz des dritten und ersten Quantils bestimmt. Diese umfasst damit 50% der
Messwerte, d. h. 25% der Messwerte liegen unterhalb und 25% liegen oberhalb der
Quartildistanz (siehe GI. 3.19).

Im Box-Plot wird die Quartildistanz als Box entlang der Ordinate in einem Koordina-
tensystem dargestellt, mit einer inneren Linie, die den Median reprasentiert. Ferner
werden der kleinste und grote Wert markiert, sofern sie keine Ausreif3er sind. Werte
die um mehr als das dreifache der Boxhohe aulerhalb liegen (Extremwerte) werden
als Stern markiert, Werte die mehr als das eineinhalbfache auf3erhalb liegen
(Ausreilder) als Kreis (BUHL, 2010). Dieser nicht parametrische Test ist unabhangig
von der Verteilung, da er sich auf den Median (Kap. 3.1.2.4) bezieht.
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Abb. 3.2: Box-Plot der Baulandgrundstiicks-
preise pro m? (ohne Valorisierung)

3.1.1.2 Malzahlen empirischer Verteilungen

Haufigkeitsdiagramme vermitteln einen visuellen Eindruck von der Form der
empirischen Verteilung und in ihnen kommen die Charakteristika dieser wie
Symmetrie, Schiefe usw. quasi gleichzeitig zum Ausdruck, allerdings nur ungenau
(BAHRENBERG et al., 1999). Fir genaue Aussagen zur Beschreibung der Charak-
teristika verwendet man Malzahlen, die sich auf die Lage, Streuung oder Gestalt der
Verteilung beziehen.

Als Lagemalie werden jene MalRzahlen bezeichnet, die die Haufigkeitsverteilung
durch einen zentralen (mittleren) Wert reprasentieren. Die meistverwendeten sind
Modus, Median und arithmetisches Mittel.

- Der Modus (Modalwert) ist derjenige Variablenwert, der am haufigsten vor-
kommt, d. h. wo die empirische Verteilung F(x) ihr Maximum erreicht.

Myoa = F(X)max (3.1)

- Der Median (Zentralwert) teilt die der GroRe nach geordnete Datenreihe
(X1, X2, ... , Xn) in zwei gleich groRe Halften.

Mpyreq = Xn+1 n ungerade
2

xﬁ+xﬁ+1
Mpeg = — 22 n gerade (3.2)
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- Unter dem arithmetischen Mittel (Mittelwert) versteht man

- (3.3)

In symmetrischen Verteilungen fallen das arithmetische Mittel, der Median und der
Modus zusammen, wahrend bei asymmetrischen Verteilungen der Median zwischen
arithmetischen Mittel und Modus liegt (Abb. 3.3).

Haufigkeit

Variablenwerte

M
Medic
Mittelwert

Abb. 3.3: Asymmetrische Verteilung mit Darstellung des
Modus, Median und arithmetischen Mittel

Der arithmetische Mittelwert spielt in der Statistik eine dominierende Rolle als
Lageparameter, da er fur theoretische Verteilungen leicht zu berechnen ist.

Die Streuungsmalie Spannweite, mittlere Abweichung, Varianz, Standardab-
weichung und Variationskoeffizient sind weitere Malizahlen zur Kennzeichnung der
Datenvariation einer Stichprobe (xy, X2, ....... , Xn)-
- Die Spannweite B ist als Breite des gesamten Wertebereichs einer Variablen
definiert, also als Differenz zwischen dem grof3ten (Maximum) und kleinsten
Wert (Minimum).
(3.4)

- Die mittlere Abweichung ist als mittlerer Abstand der Datenwerte vom
arithmetischen Mittel definiert:

(3.5)
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- Die Varianz s? ist die mittlere quadratische Abweichung der Datenwerte vom
arithmetischen Mittel:

2 — Z?:l(xl._f)z

(3.6)
n—-1
- Als Standardabweichung bezeichnet man die Wurzel aus der Varianz:

S

N (. —%)2
S = M (3.7)

n—1

Varianz und Standardabweichung haben in der Statistik eine grollere
Bedeutung als die mittlere Abweichung, da sie sich leicht fir theoretische
Verteilungen berechnen lassen.

- Fir Vergleichszwecke miussen die absoluten Streuungsmalle relativiert
werden. Dazu dient der Variationskoeffizient, der die Standardabweichung als
prozentuellen Anteil am arithmetischen Mittel ausdruckt:

v = alle x;>0 (3.8)

3|«

Ein Koeffizient groRer als eins zeigt das Vorhandensein einiger unregelmafig
hoher Werte an, die einen signifikanten Einfluss auf die statistische
Auswertung haben kdnnen (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989).

Die Gestalt (Form) der Verteilung kann durch die MalRRzahlen Schiefe und Exzess
charakterisiert werden. Fir eine Stichprobe (x1,x5,....... ,Xn) mit Mittelwert m und
Standardabweichung s versteht man

- die Schiefe als

— Z?=1(xi_m)3

a
3 ns3

(3.9)

Sie charakterisiert die Symmetrie (az=0) bzw. Asymmetrie einer Verteilung
(as>0 linksteilige, a3<0 rechtsteilige Verteilung).

- Der Exzess (Kurtosis) charakterisiert die Woélbung und berechnet sich nach

— Z?=1(Xi—m)4 _ 3

a
4 ns*

(3.10)
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Die Wélbung wird als normal bezeichnet fur a,=0, als flach flr a4,<0 und als
steil fur a,>0.

3.1.2 Theoretische Verteilungen

Verteilungen von Grundgesamtheiten (Populationen) bzw. von Zufallsvariablen nennt
man theoretische Verteilungen. Unter ihnen hat die Normalverteilung eine heraus-
ragende Bedeutung, insbesondere durch den zentralen Grenzwertsatz (central limit
theorem). Er beschreibt die sehr markante Eigenschaft, Zufallserscheinungen, die
sich als Summe einer genugend grof3en Anzahl voneinander unabhangiger Einzel-
effekten ergeben, von denen jeder zur Summe nur einen unbedeutsamen Beitrag
liefert, durch das Modell der Normalverteilung darstellen und bewerten zu kdnnen
(SACHS & HEDDERICH, 2009, BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1987).

Dieses Kapitel befasst sich mit statistischen Methoden zur Schatzung einer Grund-
gesamtheit aus einer Stichprobe und zeigt, wie diese Schatzungen flir Tests ver-
wendet werden kdnnen.

3.1.2.1 Normalverteilung

Der zentrale Grenzwertsatz liefert haufig die Rechtfertigung empirische (Stichproben-
) Verteilungen mit genugend grof3en Stichprobenumfang als Normalverteilung zu
approximieren. AulRerdem basieren zahlreiche statistische Schatz- und Prifverfahren
auf der Normalverteilung. Sehr nutzlich daran ist, dass die Malzahlen Mittelwert und
Standardabweichung der deskriptiven Statistik diese Verteilung beschreiben konnen.

1/0\V2r

34.1%

Xi
u-30 u-20 M-0 J u+o u+20 u+30
Abb. 3.4: Normalverteilung
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Abbildung 3.4 zeigt die Normalverteilung, mit dem wahren Mittel- bzw. Erwartungs-
wert u und der Standardabweichung o, die wegen ihrer Gestalt oft auch als Glocken-
kurve bezeichnet wird. Sie ist unimodal, symmetrisch und erreicht das Maximum fur
X=L.

Der wahre Mittelwert p berechnet sich analog zur empirischen Verteilung (GI. 3.3) mit

1
p=-Xlix (3.11)

und die Standardabweichung zu

n 2
o = W (3.12)

(Der GroRbuchstabe N soll anzeigen, dass es sich um die Grof3e der Population handelt, im Vergleich
zum Kleinbuchstaben n flr den Stichprobenumfang).

Bei der Berechnung der Standardabweichung flir Stichproben nach Gl. (3.7) wird in
der Regel durch (n-7) dividiert, und zwar dann, wenn die Mal3zahlen der Stichprobe
als Schatzung der entsprechenden Parameter der Grundgesamtheit dienen sollen.

Setzt man fir eine normalverteilte Variable X die Transformation

Xk
Z== (3.13)
ein, erhalt man die standardisierte Normalverteilung mit Erwartungswert null und
Standardabweichung eins. Aufschlussreich fur die Beurteilung einer normalverteilten
Variablen sind die zentralen Schwankungsintervalle:

Mt o oderz=zx1 mit68,27% Anteil der Grundgesamtheit
M +20 oder z = £2 mit 95,45% Anteil der Grundgesamtheit (3.14)
M £30 oder z =13 mit 99,73% Anteil der Grundgesamtheit

3.1.2.2 Testen auf Normalverteilung

Zahlreiche statistische Untersuchungsmethoden und geostatistische Verfahren
setzen zumindest annahernd normalverteilte Daten voraus. Bevor diese Methoden
angewendet werden konnen, muss deshalb diese Annahme Uberpruft werden. Auch
hier stehen wieder grafische und numerische Methoden zur Verfugung.



Grundlagen Seite 13

Das normalisierte QQ-Diagramm (Quantil-Quantil Diagramm, oder Normalver-
teilungsdiagramm) ist eine grafische Darstellung, ob die Daten als hinreichend
normalverteilt angesehen werden kénnen. Datei werden die der Gréf3e nach
kumulativ geordneten Daten mit der Verteilungsfunktion der Standard-
normalverteilung verglichen (Abb. 3.5). Der Vergleich erfolgt in Bezug auf eine
Referenzgerade. Abweichungen zwischen der theoretischen Normalverteilung
und der empirischen Verteilung werden durch Abweichungen der Werte von
der Geraden deutlich.

Q-Q-Diagramm von Preis_m2

@0

Erwarteter Normalwert

00,

T T T
-100 0 100 200 300

Beobachteter Wert

Abb. 3.5: Normalisierter QQ-Plot

Ist der Quotient der Spannweite zur Standardabweichung zu klein oder zu
grof3, dann zeigt dies eine Abweichung von der Normalverteilung an.

Spannweite _ B
s

(3.15)

Standardabweichung o

Liegt das Verhaltnis bei einer Stichprobe nicht innerhalb der kritischen Gren-
zen laut Tabelle von PEARSON & STEPHENS (1964), dann kann das Vorliegen
einer Normalverteilung auf den entsprechenden Signifikanzniveaus abgelehnt
werden. Tabelle 1 des Anhangs zeigt den kritischen Bereich des Quotienten
B/s auszugsweise mit einem Signifikanzniveau von 5% und 10%.

Eine weitere grobe Aussage Uber Normalverteilung geben die sogenannten
»oigma-Regeln®. Die ,Drei-Sigma-Regel“ besagt, dass beim Vorliegen einer
Normalverteilung aulerhalb der Grenzen u+3c kaum noch gultige Werte vor-
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liegen. Fur kleine Stichproben ist diese Regel jedoch zu konservativ (SACHS &
HEDDERICH, 2009).

- Die Abweichung einer empirischen Verteilung vom Modell einer Normalvertei-
lung kann durch die Schiefe oder durch den Exzess beurteilt werden, deren
Malizahlen bereits in den Gl. (3.9) und (3.10) angegeben sind, wobei fur die
Berechnung der Standardabweichung s der Nenner (n-1) durch n zu ersetzen
ist. Fir Normalverteilung sollte die Schiefe nahe null und der Exzess nahe drei
liegen. Ein stark negativer Exzess weist auf eine bimodale Verteilung hin.

- Ein weitverbreiteter nicht parametrischer Test zur Uberpriifung der beo-
bachteten Daten auf (Normal-)Verteilung ist der Kolmogoroff-Smirnov-
Anpassungstest. Der Test basiert auf dem maximalen Abstand der empi-
rischen Verteilungsfunktion mit der ausgewahlten speziellen (theoretischen)
Verteilungsfunktion, z. B. der Normalverteilung. Wenn der Wert dieser Prif-
grolRe groler ist als der kritische Wert, der entsprechenden Tabellen
entnommen bzw. fir n>40 nach einer einfachen Formel bestimmt werden
kann, wird die Annahme der Nullhypothese (Normalverteilung) verworfen. Der
Vorteil des K-S-Test ist, dass sie nicht von den beobachteten Verteilung
anhangt und exakt bestimmt werden kann. Die theoretische Verteilungs-
funktion muss stetig und hinsichtlich der Verteilungsparameter (Lage, Varianz,
Schiefe, Exzess) vollstandig definiert sein. Der Test ist sehr stabil und unanfal-
lig. Zu beachten ist jedoch, dass der K-S-Test sensitiver in der Mitte der Ver-
teilung als an den Randern entscheidet und flr den Fall, dass die Parameter
aus der Stichprobe geschatzt werden mussen der Test nicht genau und
konservativ ist. Besser ist dann flr den speziellen Fall der Normalitatsprifung
die Lilliefors-Modifikation des K-S-Tests.

- Der Shapiro-Wilk Test pruft die Hypothese, dass die Daten einer Stichprobe
einer normalverteilten Variablen zugeordnet werden kénnen. Dazu wird die
Verteilung des Quotienten aus zwei Schatzungen fiir 6* betrachtet (GI. 3.16).
Die Prifgrolie berechnet sich mittels eines ersten Schatzers im Zahler, wie die
Varianz einer Stichprobe aussehen miusste, wenn sie aus einer normal-
verteilten Grundgesamtheit stammte, und vergleicht diese erwartete Varianz
mit einem zweiten Schatzer im Nenner fur die tatsachliche Varianz der
Stichprobe.

2
s (Zie aixpy) __ b
Y (xi—%)? (n—-1)s?

(3.16)

Die erwartete Varianz im Zahler wird mittels der Methode der kleinsten
Quadrate geschatzt fur die Steigung einer Regressionsgeraden im QQ-Dia-
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gramm, der Schatzer im Nenner ist die Stichprobenvarianz. Fir den Fall, dass
eine Normalverteilung vorliegt, sollten diese beiden Schatzungen nahe zu-
sammen liegen und somit das Verhaltnis eins ergeben. Der Shapiro-Wilk Test
zeichnet sich gegenuber den anderen Testverfahren durch seine hohe
Teststarke aus. Der 1965 entwickelte Test war ursprunglich nur imstande
Stichproben vom Umfang 3 < n < 50 zu untersuchen. Verbesserungen durch
RoYSTON (1982) und RAHMAN & GOVINDARAJULU (1997) erweiterten den Ein-
satzbereich des Test auf 3 < n < 5000. In der Statistiksoftware SPSS und ‘R
wird der Shapiro-Wilk Test durch die Funktion nach Royston berechnet, die bis
zu einer Stichprobengrofle n <2000 mdglich ist.

3.1.2.3 Box-Cox-Transformation

Die Annahme annahernd normalverteilter Daten ermdglicht den Einsatz von parame-
trischen Tests, die in der Regel einfacher anzuwenden sind und eine hohere Test-
starke aufweisen. Viele reale Daten erfullen diese Voraussetzung jedoch nicht,
allerdings kann eine geeignete Transformation dies erzwingen.

Mit der Box-Cox-Transformation (Gl. 3.17) nach G.E.P. Box und D.R. Cox steht eine
Transformation zur Verfugung mit der Daten in eine Normalverteilung uberfuhrt
werden konnen.

A_
T,l(x)sz1 , furA =0
To(x) =logx , firA=0 (3.17)

Fir die Bestimmung eines geeigneten Wertes fur A kdnnen QQ-Diagramme dienen.
Fir alle Werte eines bestimmten Definitionsbereich wird ein A gewahlt, dass
zwischen den transformierten Daten und den (theoretischen) Quantilen der
Standardnormalverteilung zu einem maoglichst hohen Korrelationskoeffizienten fhrt.

3.1.2.4 Ausreil3erproblem

Extrem niedrige oder hohe Werte innerhalb der Daten werden als Ausreil3er
bezeichnet und konnen unter gewissen Umstanden gestrichen werden, falls ihre
Korrektheit fraglich ist. Messfehler oder Beurteilungsfehler mussen eliminiert werden,
wenn dies sachlich begrindet werden kann. Saubere statistische Entscheidungen
einen Messwert als Ausreil3er zu identifizieren sind nur selten moglich. Zur Erken-
nung starker Abweichungen der Normalverteilung sind folgende Varianten moglich:
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Nach der Tschebyscheff Ungleichung (3.18) muss ein Intervall von 4
Standardabweichungen verwendet werden (4-Sigma-Bereich), um sicherzu-
stellen, dass zumindest 93,75% der Daten einer beliebigen Verteilung in
dieses Intervall fallen. Bei mindesten 10 Einzelwerten (besser n >= 25) darf
ein Wert als Ausreil3er verworfen werden, wenn er aullerhalb des Bereiches
(m % 4s) liegt, wobei Mittelwert und Standardabweichung ohne den ausreil3er-
verdachtigen Wert berechnet werden.

P(lx —p| <ko)=>1-1/k? (3.18)

Ein robustes Verfahren fur die Erkennung von Ausreildern kann auf der
Grundlage der Quartile und der Quartildistanz abgeleitet werden:

Q7 — k(Q3— Qq) <kein Ausreilder < Q3 + k(Q3 — Qg), (3.19)

wobei fur kK Werte zwischen 1.5 und 3 gewahlt werden. Diese Methode wird fur
Box-Plots verwendet, in denen Werte die aul3erhalb der Quartildistanz liegen
besonders markiert und einzeln dargestellt werden.

Der Walsh-Test ist ein nicht-parametrisches Verfahren, um Ausreil3er in
einem Datensatz zu detektieren. Der Test erfordert zwar eine grof3e Anzahl
von Datenwerten (n > 220 fur ein Signifikanzniveau von a=0.05, n > 60 fir
a=0.10, flr n < 60 ist der Test nicht anwendbar), kann daftr aber auch flr ver-
teilungsfreie Daten angewendet werden (WALsSH, 1951, 1953). Fur eine
aufsteigend sortierte Datenreihe (x4,x2, ..., X,) werden folgende Schritte
durchgefihrt:

1. A-priori Festlegung der moglichen Ausreil3er r = 1.
2. Berechnung von:

¢ =ceil (V2n) ,k =71 +c,b? = 1/, und

14p [

g=—Yc1 (3.20)

c—b%*-1

ceil() ..... Aufrundungsfunktion zur nachst gréf3eren ganzen Zahl

3. Die r kleinsten Werte sind Ausreif3er, falls
Xr- (1+a)Xr+1 + ax, < 0. (3.21)

4. Die r grofdten Werte sind Ausreil3er, falls
Xns1-r— (1+@)Xnr + @Xpe1 > O. (3.22)



Grundlagen Seite 17

- Der Grubbs-Test kann zur Erkennung von Ausrei3ern in normalverteilten
Daten verwendet werden. Der Test entdeckt jeweils einen einzelnen Aus-
reilder, der aus den Daten eliminiert wird und verlauft iterativ solange, bis kein
Ausreil3er mehr erkannt wird. Die PrufgroRe ist definiert als die grofite abso-

lute Abweichung vom Mittelwert m der Stichprobe relativiert zur Standardab-
weichung s.

PN max (|x;—x|)

G = (3.23)

N

Ist der dieser Wert groRer als der entsprechende kritische Wert, der nach
(3.24) berechnet werden kann, dann gibt es mindestens einen Ausreil3er.

(3.24)

Dabei ist t,.2q2n der kritische Wert der t-Verteilung mit (n-2) Freiheitsgraden
und dem Signifikanzniveau von a/2n.

Statistische Tests zur Ausreilleranalyse stehen in Softwareprogrammen selten zur
Verfligung, weshalb in den meisten Fallen auf das Box-Plot Verfahren
zuruckgegriffen wird. Im ‘R'-Programm ist der Grubbs-Test im Paket outliers() neben
anderen Verfahren implementiert. In SPSS werden fur die Berechnung der Ausreiler
einfach die funf hochsten und niedrigsten Werte angezeigt. Die statistischen Tests
sollten zumindest mit einem Signifikanzniveau von 10% durchgefuhrt werden.

3.1.3 Schatzstatistik

Der Mittelwert m einer Stichprobe kann oder kann keine genaue Schatzung des
wahren Mittelwertes p der Grundgesamtheit sein. Wenn man einige Stichproben zu-
fallig aus der Grundgesamtheit nimmt und fir jede den Mittelwert berechnet, kann
statistisch gezeigt werden, dass diese Mittelwerte ebenfalls normalverteilt mit
eigenem Mittelwert und Standardabweichung sind. Die Standardabweichung der
Verteilung der Mittelwerte aus Stichproben ist eine wichtige statistische Grofle und
wird als Standardfehler (SEM — standard error of the mean) bezeichnet. Dieser
berechnet sich fur ein Stichprobenumfang n nach

SEM = o5 = % (3.25)
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Der Standardfehler ist wichtig fir das Testen von Hypothesen und kann auch
verwendet werden, um Konfidenzintervalle um den wahren Mittelwert p zu schatzen.
Ublicherweise sind die wahren Parameter y und o der Grundgesamtheit unbekannt.
Falls man Daten von nur einer Stichprobe hat, stehen nur der empirische Mittelwert x
und die empirische Standardabweichung s zur Verfugung. Um den Standardfehler zu
berechnen, konnen diese Werte in Gl. (3.25) eingesetzt werden und man erhalt
damit:

SEM = s = %ﬁ (3.26)

Zur Entscheidungsfindung, ob ein Mittelwert einer Stichprobe signifikant von einem
erwarteten Mittelwert y differiert, kann die Beziehung

S

_ —U
t=— (3.27)

%)
S

herangezogen werden. Diese Mal3zahl folgt jedoch der sog. t-Verteilung, weshalb
speziell fur kleine Stichprobenumfange kleiner als 100, die anfallig fur Stichproben-
fehler sind, die entsprechende Korrektur notwendig sind (McKIiLLUP & DARBY, 2010).
Das Konfidenzintervall von 95% (Signifikanzniveau 5%) von +1.960 vergrofRert sich
fur eine Stichprobengrofe n= 4 auf £3.1820, n= 60 auf £2.0010, n= 200 auf £1.9720
und n=1000 auf +1.9620. Unter Berucksichtigung dieser Tatsache konnen Hypo-
thesen zum Stichprobenmittel m getestet werden, ohne die Parameter der Grundge-
samtheit zu kennen.

3.2 Grundlagen der Geostatistik

Der Begriff raumliche Statistik wird fur einen grof3en Bereich von statistischen Model-
len und Methoden verwendet, mit welchen Analysen raumlich referenzierter Daten
durchgefuhrt werden. Innerhalb der raumlichen Statistik befasst sich die Geostatistik
mit der Beschreibung und Analyse raumlicher, ortsabhangiger Daten natlrlicher
Phanomene, die als Realisationen von Zufallsfunktionen gesehen werden.

Uber viele Jahre wurde die Geostatistik vor allem flr geologische Datenséatze im
Bereich der Lagerstattenkunde eingesetzt und weiterentwickelt. Inzwischen hat sie
auch in vielen Zweigen der Naturwissenschaften Einzug gefunden, vor allem in den
Geo- und Umweltwissenschaften wie z. B. Botanik, Geologie, Geotechnik, Hydro-
logie, Klimatologie, Meteorologie und Okologie (HUNSAKER et al., 2001)
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3.2.1 Theorie der regionalisierten Variable

Das Grundkonzept der Geostatistik ist eine regionalisierte (ortsabhangige) Variable
Z(x), welche Eigenschaften aufweist zwischen zufalliger und deterministischer
Variable. Im Gegensatz zur zufalligen Variable, besitzen die ortsabhangigen
Variablen Kontinuitat (Stetigkeit) von Punkt zu Punkt, aber die Anderungen der
Variablen sind so komplex, dass sie nicht mit einer deterministischen Funktion allein
beschrieben werden kénnen. Die ortsabhangige Variable Z(x), die die Werte einer
Messung in Abhangigkeit vom Ort x darstellt, wird als Zufallsvariable betrachtet und
damit als Ergebnis eines Zufallsprozesses aufgefasst. Die Messungen an einem Ort
stellen demnach Realisationen der Zufallsvariable dar. Eine Behandlung solcher
Daten mittels klassischer Methoden der induktiven Statistik wilrde zu einer
systematisch fehlerhaften Analyse fihren, da die Daten nicht unabhangig sind,
sondern aufgrund ihrer Lagebeziehung eine gewisse Redundanz im Informations-
gehalt aufweisen (GAu, 2010).

Quantifiziert werden kann diese graduelle Abhangigkeit mit der Theorie der
regionalisierten Variablen, die vom franzdsischen Mathematiker MATHERON (1963,
1965) unter Verwendung der empirischen Arbeiten von KRIGE (1951) entwickelt
wurde. Die regionalisierte Variable lasst sich in eine deterministische, eine
autokorrelative und eine rein zufallige Komponente unterteilen. Die Zufallsfunktion
beschreibt die gegenseitige Abhangigkeit der einzelnen Werte, d. h. deren Autokorre-
lation. Die Modellierung der regionalisierten Variable als Zufallsfunktion ist analog
dem Konzept einer Zeitreihenanalyse mit dem Unterschied, dass die Zufallsfunktion
uber den zwei- bzw. dreidimensionalen Raum anstatt Gber die Zeit definiert ist. Zu
jedem Ort innerhalb des Untersuchungsgebietes existiert eine Zufallsvariable. Die
Beobachtungen im Untersuchungsgebiet bilden eine einzige Zufallsrealisation,
analog wie eine beobachtete Zeitreihe eine einzelne Realisation der gesamten
Zeitreihen ist. Dieses theoretische Konstrukt erlaubt es die regionalisierte Variable
mit wahrscheinlichkeitstheoretischen Methoden zu behandeln, auch wenn nur eine
einzige Beobachtung an einem Ort existieren kann (DAvis, 2002). Das zeitliche Mittel
vieler Realisationen kann durch das raumliche Mittel einer Realisation ersetzt
werden.

3.2.2 Stationaritat

Das theoretische Modell geht davon aus, dass an jedem Datenpunkt eine Ver-
teilungsfunktion F(x) existiert und der Messwert eine zufallige Realisation aus dieser
Verteilung darstellt. Dabei ist die Stationaritat eine wichtige Annahme, deren Existenz
eine unabdingbare Voraussetzung ist. Es sind unterschiedliche Stationaritatsan-
nahmen verwendbar, die in Bezug auf ihre Strenge qualitativ abgestuft sind.
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3.2.2.1 Strenge Stationaritat

Die strenge Stationaritat besagt, dass die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Z(x)
im Untersuchungsgebiet unveranderlich ist, das heif3t, dass in allen Punkten des
Raumes die gleiche, aber unbekannte Verteilungsfunktion wahrend des Prozesses
vorliegt, aus der an jedem Punkt ein Wert realisiert wird. Fur alle Beobachtungen des
Zufallsprozesses Z(x) gilt, dass sie aus einer Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichte-
funktion) stammen und nicht von verschiedenen Verteilungen an einzelnen Orten.
Bei Nachweis der Momente der Verteilung gilt Stationaritat, welche aber bei be-
grenzten empirischen Daten nicht verifiziert werden kann.

3.2.2.2 Stationaritat zweiter Ordnung

Die Stationaritat zweiter Ordnung (schwache Stationaritat) stellt eine abgeschwachte
Form der Stationaritat dar, bei der lediglich die beiden ersten Momente Mittelwert
und Standardabweichung der jeweiligen Verteilung ber den gesamten Raum gleich,
d. h. unabhangig von der Datenpunktlage sind. Die Beschreibung der meisten
Verteilungen ist anhand von Mittelwert und Standardabweichung flur praktische Falle
ausreichend. Mit anderen Worten muss der Erwartungswert von Z(x) flr alle Punkte x
konstant sein und die Kovarianzfunktion zwischen zwei beliebigen Punkten x und x+h
nur vom Vektor h und nicht vom Punkt x abhangen. Somit soll gelten:

E[Z(x)]= m (3.28)
und

Cov [x,x + h] = Cov|[h] = E[Z(x) - Z(x + h)] — m? (3.29)

3.2.2.3 Intrinsische Hypothese

Die Stationaritatsanforderung lasst sich in Form der so genannten intrinsischen
Hypothese weiter abschwachen, die besagt, dass die Differenz von Werten der
MessgrofRen, deren Datenpunkte um den Vektor h voneinander entfernt liegen, nur
eine Funktion dieses Abstandsvektors und nicht abhangig vom Ort selbst sein darf.
Mit anderen Worten wird nur noch gefordert, dass der Erwartungswert der Differenz
der Werte Z(x+h) und Z(x) gleich null ist und dass diese beiden Punkte fur alle h eine
endliche Varianz aufweisen. Die Erfillung der intrinsischen Hypothese bezieht sich
damit nur auf die Inkremente der Zufallsfunktion. Sie wird daher auch als
Zuwachsstationaritat zweiter Ordnung bezeichnet. Die Inkremente der Funktion
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werden als schwach stationar angenommen, d. h. Erwartungswert (Mittelwert) und
Varianz von Z(x+h)-Z(x) existieren und sind unabhangig vom Ort x:

E[Z(x+h)—Z(x)] = 0, (3.30)
fur die Varianz
Var [Z(x + h) — Z(x)] = E[Z(x + h) — Z(x)]* = 2y(h) (3.31)

und schlieflich
y(h) = %Var[Z(x +h) — Z(xX)] (3.32)

Die Funktion y(h) wird als Semivariogramm (kurz Variogramm) bezeichnet. Sie ist
das Grundwerkzeug fur Strukturanalysen von Phanomenen als auch fur
Schatzungen. Regionalisierte Variablen, die stationar sind, erflllen immer die
intrinsische Hypothese aber nicht umgekehrt. Spater werden wir sehen, falls eine
regionalisierte Variable stationdr ist, gibt es eine Aquivalenz zwischen ihrem
Variogramm y(h und der Kovarianz C(h).

3.2.3 Variographie

Der Begriff Variographie hat sich flir Methoden etabliert, die der Festlegung der
Grenzen der homogenen Zone oder der Nachbarschaft fur die Schatzung und der
rechnerischen Ermittlung der vorhandenen Autokorrelation dienen. Allgemein lasst
sich fur den Ablauf von Prozessen festhalten, dass Zustande eines Objektes bzw.
seiner raumlichen Nachbarn die zuklnftigen Zustande des Objektes beeinflussen
kénnen, indem ein Transfer Information zwischen raumlich benachbarten Objekten
stattfindet. Allerdings kann der Zustand eines Objektes nicht vorausgesagt werden
(deterministische Abhangigkeit), sondern nur mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
(stochastische Abhangigkeit). Generell lassen sich zwei unterschiedliche Steu-
erungskomponenten ausmachen:

- exogene Steuerung
Gewisse Faktoren aulerhalb des eigentlichen Prozesses wirken auf den
Ablauf der Prozessvariablen ein.

- endogene Steuerung
Die Entwicklung des Prozesses steuert aus sich heraus. Es findet ein
prozessimmanenter Transfer Information auf benachbarte Raumeinheiten
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statt. Dieser Transfer bewirkt, dass radumlich benachbarte Objekte ahnliche
bzw. stark entgegengesetzte (alternierende) Werte der Prozessvariablen
besitzen. Die Tendenzen benachbarter Lokalitdten setzen sich also fort.
Dieses Phanomen bei Prozessen nennt man Erhaltungsneigung. Statistisch
wirkt sich die Erhaltungsneigung als stochastische Abhangigkeit aus.

3.2.3.1 Autokorrelation

Als erster Schritt vor einer quantitativen Bestimmung einer raumlichen Erhaltungs-
neigung muss eine Festlegung der Nachbarn erfolgen, wobei die Nachbarschaft
richtungsabhangig definiert wird, da sich flr verschiedene Richtungen unter-
schiedliche Erhaltungsneigungen ergeben konnen. Die Festlegung der Nach-
barschaft im Raum geschieht durch Raumschrittweiten h = 1. Bei raumlichen Daten
bzgl. einer Raumschrittweite k Gben mehrere Nachbarn Einfluss auf die Auspragung
in der betreffenden Raumeinheit /i aus. Der Gesamteinfluss aller Nachbarn bzgl. der
Raumschrittweite k lasst sich dann durch die gewichtete Summe und Uber alle
Punkte und deren Nachbarn Uber die Autokorrelationsfunktion mittels der /(h)-Koeffi-
zienten bestimmen (BAHRENBERG et al., 2008):

n n W
Zi=1zj=1 wij xix]-

h
L2 )
= (3.33)
YieL(h) X
Nh

I(h) =

mit  L(h) = {i | i hat Nachbarn in der Raumschrittweite h}

nn, = Zahl der Raumeinheiten mit Nachbarn der Raumschrittweite k

(M

w;;” ... Gewichte (1 </, j <n, n = Anzahl der Raumelemente)

w® = {> 0 falls fUr k die Raumeinheit j zu i benachbart ist
b = 0 sonst.

xi(h) ... Auspragung der Variablen X in der Raumeinheit i

d .h. I(k) ist das gewichtete arithmetische Mittel der kreuzweise multiplizierten Werte
der Variablen X in Relation zu dem Mittel der quadrierten x-Werte. Die Signifikanz
der raumlichen Autokorrelationsfunktion gegen die Hypothese der stochastischen
Unabhangigkeit lasst sich prifen.

In Zusammenhang mit der Untersuchung raumlicher Autokorrelationen ist die
Stationaritat bzw. Instationaritat eine wichtige Eigenschaft. Man spricht von einem
stationaren raumvarianten Muster, wenn flr jede Raumeinheit /i das Mittel der
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moglichen Prozessrealisationen identisch ist und die Kovarianz zwischen den
Wertevariablen flr die Raumeinheit / und derjenigen fir die h Raumschritte entfernte
Raumeinheit j nicht von den beiden Raumeinheiten, sondern ausschliel3lich von der
Raumschrittweite h abhangt. Raumliche Strukturen, in denen die Werte in einer
Richtung ansteigen, die also einen linearen Trend aufweisen sind instationar und die
raumlichen Autokorrelationskoeffizienten fihren in einem solchen Fall zu Fehl-
schatzungen. Raumliche Trends lassen sich durch sogenannte Trendoberflachen-
analysen extrahieren. Es gibt zahlreiche Verfahren, um raumliche Autokorrelation zu
bestimmen. Einfache Indizes, die herauszufinden versuchen, ob raumliche
Autokorrelation fir eine Variable im Untersuchungsgebiet existiert, sind der MORAN'’s
I-index und der GEARY’s C-Index. Das Grundprinzip beider Indizes ist gleich,
unterschiedlich ist die Interpretation des Begriffes der raumlichen Ahnlichkeit.
Raumliche Autokorrelation ist in beiden Fallen das gewichtete Mittel zwischen den
Punkten. Bei MORAN’s |-Index wird die raumliche Ahnlichkeit Giber die Abweichung
der Punkte vom Mittelwert zum Ausdruck gebracht:

n Yty i iy =) (x;—m)

I = 3.34
Z?=1(xi_m)2(2?=12?=1lij) ( )
mit n ... Anzahl der Raumelemente
X; ... Variablenwert an der Position i

X; ... Variablenwert an der Position j
m ... Mittelwert der Variable x
Aj ... Gewichte = 1/dj; (inverse Distanzgewichtung, je naher desto ahnlicher)

Bei Stationaritat ist der Wert des MORAN'’s Index normiert und liegt zwischen -1 und
+1. Werte kleiner als null zeigen negative, Werte grof3er als null positive Autokorre-
lation an, d. h. dass bei der Raumschrittweite h ahnliche Auspragungen wie in der
Ausgangsregion zu erwarten sind.

Zur Bestimmung des GEARY’s C-Index dagegen wird Ahnlichkeit Uber die quadrierte
Differenz der Punktpaare ausgedrucki:

n n 2
¢ - ool e .
23 (x;—m)? (Z?:l Yie1 Aij)

Typischerweise variieren die Werte zwischen 0 und 2. Der theoretische Wert von C
ist 1, das bedeutet, dass die Raumeinheiten unabhangig sind. Werte kleiner als 1
zeigen positive raumliche Autokorrelation, Werte groRer als eins negative. Der C-
Index ist somit in inverser Beziechung zum MORAN’s |-Index. Der MORAN’s |-Index
stellt einen mehr globalen Indikator da, wahrend der GEARY’s C-Index sensibler auf
kleine Nachbarschaften reagiert. Die Gewichte werden meistens fur kleine Distanzen
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angepasst, sodass das maximale Gewicht keinen Wert groRer als eins annehmen
kann. Ansonsten wirden Distanzen gegen null ein sehr grol3es Gewicht erhalten,
wodurch die Indizes verzerrt werden.

3.2.3.2 Empirisches Variogramm

Eine andere Mdglichkeit der Analyse von Autokorrelation ist die Analyse mithilfe des
Variogramms. In praktischen Fallen kann das Variogramm nur bis zu einer be-
stimmten Distanz verwendet werden. Daher muss das Phanomen nur innerhalb
dieser Distanz stationar sein. Das Problem legt darin ob eine Serie von Nach-
barschaften gefunden werden kann in welcher der Erwartungswert und das
Variogramm als konstant angesehen werden kénnen und genug Daten flir eine
aussagekraftige Schatzung vorhanden sind. Die Annahme der Quasi-Stationaritat ist
ein Kompromiss zwischen dem Umfang der Homogenitat des Phanomens und der
Stichprobendichte. Es kann ein Phanomen lokal stationar oder zumindest intrinsisch
sein, obwohl es nicht stationar Uber groliere Reichweiten ist.

Die im Zuge der Einfihrung der Theorie der regionalisierten Variable unterstellte
Autokorrelationsstruktur nach Gl. (3.32) bleibt unbekannt und kann lediglich ge-
schatzt werden. Hierzu erfolgt die Bestimmung der (Semi-)Varianz von Punktpaaren,
die innerhalb einer bestimmten Entfernung voneinander liegen nach

y(h) = 5 B (2 () — 2(x;))?

bzw.

1 h

y(W) = == NP2 () ~ Z(x + h))? (3.36)
mit  n(h) Anzahl der Punkte mit Entfernung h

h Entfernung zwischen i und j

Z(x) (Mess-)Wert der Variablen X am Ort /

Z(x) (Mess-)Wert der Variablen X am Ort j

Im ersten Schritt werden also fir alle Datenpunkte die Distanzen zu allen anderen
Datenpunkten im Untersuchungsgebiet Uber die quadratische euklidische Distanz
bestimmt. Daran wird unmittelbar ersichtlich, dass mit zunehmender Anzahl an
Datenpunkten der Prozess der Distanzbestimmung rasch zunimmt und eine
Interpretation der entstandenen Punktwolke im Variogramm zunehmend schwieriger
oder gar unmdglich wird. Aus diesem Grund werden Entfernungsintervalle h gebildet
und die Punktpaare gruppiert. AnschlieRend werden die entfernungsabhangigen
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Variogrammwerte (Varianzen) gegen die jeweilige Entfernung (Schrittweite) h aufge-
tragen und ergeben so das empirische oder experimentelle Variogramm (Abb. 3.6).

¥ih)

Abb. 3.6: (Semi-)Variogramm

Beim eigentlichen Variogramm werden keine richtungsspezifischen Unterschiede
dargestellt, sondern nur das Verhaltnis zwischen Semivarianz und Distanz.
Allgemein steigt das Variogramm im Ursprung relativ steil an, d. h. die Messwerte
benachbarter Datenpunkte haben eine starke raumliche Autokorrelation. Ab einer
bestimmten Entfernung, der Reichweite a (range), flacht es ab und erreicht einen
Schwellwert c (sill). Dieser entspricht theoretisch der Gesamtvarianz ag der Daten.
Erreicht das Variogramm keinen Schwellwert, kann dies darauf hindeuten, dass die
Daten trendbehaftet sind. Der range a kennzeichnet den maximalen Einflussbereich
der Korrelation von Datenpunkten. Definitionsgemal muss die Variogrammfunktion
durch den Ursprung verlaufen (y(0) = 0), oft ergibt sich aber ein Wert verschieden
von null, der als Nugget-Effekt (c,) bezeichnet wird. Dies resultiert entweder aus
Messfehlern der Datenpunkte oder deutet auf eine Mikrovariabilitat der Datenpunkte
hin, die mittels der Beprobungsabstande nicht zu erfassen ist.

Bevor das Variogramm im Detail betrachtet wird, seien noch drei wichtige
Eigenschaften der raumlichen Kovarianz und ihrer Beziehung zum Variogramm
stationarer Zufallsfunktionen angefuhrt:

C(0) = g2
C(h) = C(—h)
|C(W| < €(0) (3.37)

Im Fall der Erflllung von zumindest Stationaritat zweiter Ordnung sind Kovarianz C
und Variogramm ¥y gleichwertige Mdglichkeiten der Strukturbeschreibung und kon-
nen nach Gl. (3.38) ineinander Ubergeflhrt werden:
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y(h) = C(0) — C(h) = 0% — C(h) oder (3.38)
C(h) = 0% —y(h)

Das zeigt, dass die korrespondierende Kovarianz durch Spiegelung des Vario-
gramms erhalten wird (Abb. 3.7).

Abb. 3.7: Kovarianz/Variogramm

Es kann mathematisch gezeigt werden, dass Variogramme mit einer Obergrenze von
stationaren regionalisierten Variablen stammen. Genauer ist zu sagen nur stationare
regionalisierte Variablen haben begrenzte Variogramme. Daher stammen unbegren-
zte Variogramme von nicht stationaren oder intrinsischen regionalisierten Variablen.
Zuletzt kann noch gezeigt werden, dass fur stationare und intrinsische Variablen gilt:

y(h) _
hz 0

limy, o, (3.39)

Das bedeutet falls das Variogramm mehr als quadratisch flr groe h steigt, dann ist
die Variable nicht stationar. Andernfalls kann sie als stationar oder intrinsisch be-
trachtet werden. Das ist hilfreich um zu entscheiden ob eine Variable als stationar
oder intrinsisch oder nicht stationar angesehen werden kann.

3.2.3.3 Theoretisches Variogramm

Da das experimentelle Variogramm nur an diskreten Punkten mit dem Entfernungs-
intervall h bekannt ist muss zur Ermittelung der raumlichen Struktur und der
Schatzung an einem beliebigen Punkt eine kontinuierliche Funktion modelliert
werden. Dazu wird das empirische Variogramm an ein theoretisches Variogramm
angepasst. Die mathematische Funktion muss gewissen Bedingungen genligen, um
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eine nicht negative Varianz zu erhalten. Positiv definite Funktionen erflillen bei
stationaren Variablen diese Bedingung, die Situation ist bei intrinsischen Variablen
leicht verschieden. Die am meisten verbreiteten Schatzer sind Linearkombinationen
der Daten und im Fall der intrinsischen Variablen muss die Varianz einer beliebigen
Linearkombination nicht existieren, sondern nur die Linearkombination von
Inkrementen. Kombinationen werden als zulassig bezeichnet, wenn die Summe ihrer
Gewichte gleich null ist:

2 =0. (3.40)

Diese Bedingung ist schwacher als die vorhergehende fir Kovarianzen, welche fir
alle moglichen Gewichte halten muss. Daher sind die zuldssigen Variogrammmodelle
fur die intrinsische Hypothese umfangreicher, sie beinhalten begrenzte Variogramme
verbunden mit Kovarianzen als auch unbegrenzte Variogramme, welche keine
Kovarianz als Gegenstlck besitzen. Fir die stationare Hypothese ist die Anzahl der
Variogramme mehr beschrankt, dafir kénnen beliebige Gewichtungsfaktoren
verwendet werden.

Da es nicht leicht ist Funktionen zu erkennen, die die notwendigen Eigenschaften be-
sitzen oder nach diesen zu testen, ist es das beste Variogrammmodelle aus einer
verfugbaren Auswahl von brauchbaren Funktionen zu wahlen. Generell kann man
intransitive und transitive Modelle unterscheiden, wobei letztere auf die Erflllung der
Stationaritat zweiter Ordnung hinweisen, wahrend fir die intransitiven Modelle
lediglich die Erfullung der intrinsischen Hypothese als gegeben angenommen werden
darf. Als wichtigste intransitive Modelle sind das Potenzmodell (Abb. 3.8g) nach Gl.
(3.41)

y(h) =c- h” mitc>0und0<a<2, (3.41)

wobei sich fur a = 1 das lineare Modell (Abb. 3.8f) ergibt, oft modifiziert durch einen
Bruch im sill

cch fir h<a
C furh>a'’

y(h) = { (3.42)

da sie keinen Schwellwert aufweisen und das logarithmische Modell nach Gl. (3.43)
Zu nennen.

y(h) = 3alogh (3.43)
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Einige Autoren kritisieren das lineare Modell in Hinblick auf Kriging, da dort das
Variogramm eine durchgehend glatte Funktion sein muss. Vorausgesetzt das
Variogramm wird nur fur Distanzen sehr viel geringer als die Reichweite berechnet,
dann ist das lineare Modell eine ausgezeichnete Approximation.

Die Gruppe der transitiven Modelle ist ungleich umfangreicher und der Aufbau der
Funktionen unterscheidet sich deutlich voneinander. Zu den gebrauchlichsten
Modellen, die auch in ArcGIS® Anwendung finden, zahlen das sphérische Modell
(Gl. 3.44), das exponentielle Modell (Gl.3.45) und das GaulBsche Modell (Gl. 3.46):

3hn A3 N
y(h)={c'(£_§) fir 0<h<a (3.44)
c firh=>a
y(h) =c (1 —e™3"a) (3.45)
y(h) = ¢ (1 —e31/a%) (3.46)

Das spharische Modell (Abb. 3.8a) wird Ublicherweise als ideale Form fur das Vario-
gramm bezeichnet. Das Modell erreicht in der Reichweite a den Schwellwert ¢ und
zeigt lineares Verhalten nahe dem Ursprung, also fur kleine Distanzen. Das expo-
nentielle Modell nahert sich dem Schwellwert ¢ asymptotisch, der die praktische
Reichweite ist 3a, das ist die Distanz wenn die Semivarianz 95% des Schwellwertes
erreicht. Das Modell zeigt ebenfalls lineares Verhalten fur kleine Distanzen. Das ex-
ponentielle und GauRsche Modell (Abb. 3.8b bzw. 3.8c) leiten sich als Spezialfall aus
der Familie der robusten (stable) Modelle (Abb. 3.8d) mit p=1 bzw. p=2 (Gl. 3.47) ab.

y(h) =c- (1 — e‘3hp/ap) mitd <p <2 (3.47)

Das Gauldsche Modell nahert sich dem Schwellwert ebenfalls asymptotisch, die
praktische Reichweite ist 71.73a. Nahe dem Ursprung zeigt es quadratisches
Verhalten und das Modell reprasentiert sehr kontinuierliche Phanomene. Eine rein
zufallig Variable ohne raumlich Autokorrelation besitzt keine Kontinuitat und ihr
Variogramm waére eine horizontale Linie, die der Gesamtvarianz ¢ entspricht und
entspricht dem Nugget-Effekt (Abb. 3.8e):

(0 h=0
v(0) = {c sonst (3.48)
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Zu diesen auf beliebigen Datensatzen anwendbaren Modellen sind eine Reihe
weiterer Modelle bekannt, die im Rahmen von geologischen und geophysikalischen
Untersuchungen Anwendung finden (vgl., ARMSTRONG 1998). Ohne auf diese naher
einzugehen, seien die folgenden Modelle angefihrt:

Kubisch:

h? h3 h3 R\ c. R
]/(h) — {C'(7;—8.755—3.55—0.75?)1:111' Z< 1 (349)
Cc sonst

2D-Loch Effekt (Abb. 3.8h):

h
y(h) =c- (1 — e_E) Jo (Zn %) mit J, als Besselfunktion (3.50)

Kardinal Sinus (Abb.3.8i):

it
y(h) =c- <1 - S‘;’a> (3.51)
Prismato-Magnetisch:

y(h)y=c¢c-|1—-—5 (3.52)

Prismato-Gravimetrisch:

y(h)y=c¢c|1—-——% (3.53)

Die angepasste kontinuierliche Variogrammfunktion liefert fir jede beliebige Distanz
einen Variogrammwert, der bei der optimalen Bestimmung der Schatzgewichte fir
Schatzverfahren Berlcksichtigung findet. Die Modelle kdnnen addiert werden, well
dies aquivalent der Addition von unabhangigen Zufallsfunktionen ist. Subtraktion ist
jedoch nicht erlaubt, weder durfen sie stliickweise kombiniert werden, womit gemeint
ist, dass ein Modell bis zur einer gewissen Distanz gewahlt wird und ein weiteres von
dieser Distanz an.
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Abb. 3. 8: Variogrammmodelle - (a) Spharisches Modell, (b) Exponentielles Modell, (c) GauRRsches Modell,
(d) Robustes Modell, (e) Nugget Modell, (f) Lineares Modell, (g) Potenz Modell,
(h) 2D-Loch Effekt, (i) Kardinal-Sinus Modell (alle aus FucHs, 2011)

3.2.3.4 Eigenschaften von Variogrammen

3.2.3.4.1 Verhalten im Ursprung

Die verschiedenen theoretischen Variogrammmodelle unterscheiden sich hinsichtlich
Ihres Verhaltens im Ursprung, in der Nahe der Reichweite a, durch den Schwellwert
¢ und bei sehr grolen Abstanden h. Der Kurvenverlauf kann als Erhaltungsneigung
interpretiert werden, der Anstieg kann als Stetigkeit bzw. Glattheit der Variablen im
Raum aufgefasst werden und die Reichweite a als diejenige Schrittweite gedeutet
werden, bei der der Ubergang von strukturell bedingter zu zufélliger Variabilitat
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auftritt. Noch wichtiger als das Verhalten der Variogramme fir grof3e Entfernungen
ist die Kenntnis des Verhaltens fur kleine Distanzwerte h, weil sich dies auf die
Kontinuitdt und die raumliche Regelmaligkeit der Variablen bezieht. Man kann vier
wichtige Eigenschaften nahe des Ursprunges unterscheiden:

1. Quadratisch: Zeigt eine hohe Kontinuitat der regionalisierten Variablen.

2. Linear: Die regionalisierte Variable ist kontinuierlich, aber weniger regelmafig wie
die quadratische Eigenschaft.

3. Diskontinuitéat: y(h) geht nicht gegen null mit h gegen null

4. Flach: Reine Zufalligkeit, die regionalisierten Variablen Z(x+h) und Z(x) sind nicht
korreliert fir alle Werte von h, egal wie nahe sie aneinanderliegen. Dies ist
der begrenzte Fall einer fehlender Struktur und ist das angenommene
Modell in der Trendoberflachenanalyse.

3.2.3.4.2 Anisotropie

Wenn das Variogramm in verschiedene Richtungen berechnet wird, kann es sich
verschieden in diesen verhalten. Falls dies nicht auftritt, hangt das Variogramm nur
zwischen den zwei Punkten ab und wird isotrop genannt. Bezuglich der Anisotropie
konnen die geometrische und die zonale Anisotropie unterschieden werden.

Geometrische Anisotropie:

Anisotropie herrscht vor, wenn die Reichweite (begrenzte Variogramme) oder die
Steigung (unbegrenzte Variogramme) eine Funktion der Richtung ist. Wenn das
Diagramm eine Ellipse ergibt (in 2D), dann wird die Anisotropie als geometrisch
bezeichnet. Eine einfache Transformation kann die Ellipse in einen Kreis umrechnen
und die Anisotropie beseitigen. Diese ist besonders einfach, falls die Hauptachsen
der Ellipse mit den Koordinatenachsen zusammenfallen. Wenn die Gleichung des
Variogramms in die erste Richtung yy(h) ist, dann ergibt sich fur das gesamte
Variogramm nach Korrektur der Anisotropie die Form

y() = v, (VAT + k7R3 (3.54)

wobei h; und h, die zwei Komponenten von h und k das Anisotropieverhaltnis
bezeichnet (k=as/a, oder Steigung./Steigung,.)

Zonale Anisotropie:

Ist eine komplexere Form der Anisotropie. Zwischen Zonen ist die Variation oftmals
groRer als innerhalb dieser. In diesen Fallen ist der Schwellwert der Variogramme
nicht in allen Richtungen derselbe. In der Praxis wird das Variogramm in zwei Kom-
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ponenten unterteilt, in eine isotrope und eine weitere, die nur die wirkende Richtung
berucksichtigt:

isotrope Komponente: Yo = h% + h3
wirkende Komponente:  y;(h,)
Gesamtvariogramm: y(h) = yo(h) + y1(h) (3.55)

3.2.3.4.3 Drift

Wie bereits behandelt, zeigt die Theorie, dass das Variogramm fur intrinsische und
stationare Variablen weniger schnell als quadratisch flr gro3e Distanzen anwachst
(Gl. 3.39). In der Praxis ergibt sich aber oft, dass Variogramme schneller als h?
anwachsen, dadurch nicht begrenzt sind und Anderungen des Mittelwerts in
Anhangigkeit vom Ort anzeigen. Dies deutet auf eine vorhandene Drift bzw. einen
Trend in den Daten hin, wodurch das empirische Variogramm das zugrunde liegende
Variogramm Uberschatzt (ARMSTRONG, 1998). Die (Semi-)Varianz Gl. (3.36) kann
auch in der Form

S 2(x) -2 (xi+h)
n(h)

y(h) = s T2 00) = 2 + ) -

}2 (3.56)

formuliert werden. Falls die regionalisierte Variable stationar oder intrinsisch ist, ist
der Mittelwert am Ort x; gleich dem Mittelwert am Ort (x;+ h), d. h.

2 Z(xi) _ X Z(xith) oder X Z(x)—X Z(xi+h) —~0
n(h) n(h) n(h)

(3.57)

Eingesetzt in Gl. (3.56) verschwindet der zweite Teil, da dieser Null ergibt und man
erhalt Gl. (3.36). Falls die regionalisierte Variable jedoch nicht stationar oder
intrinsisch ist, ergibt sich fir den zweiten Term ein Wert. Faktisch kann die
regionalisierte Variable als aus zwei Teilen zusammengesetzt angesehen werden,
namlich der Drift und den Residuen. Wenn man die Drift subtrahiert, dann sind die
Residuen

selbst regionalisierte Variablen mit einem lokalen Mittelwert null (bzw. der Mittelwert

der Inkremente), mit anderen Worten, die Residuen sind stationar bzw. intrinsisch
und damit ist es moglich das Variogramm zu berechnen.
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3.2.3.4.4 Proportionale Effekte

Ein Variogramm besitzt einen proportionalen Effekt, wenn der Maximalwert propor-
tional zum Quadrat des lokalen Mittelwertes ist. Das ist oft bei lognormal verteilten
Daten der Fall. Das Variogramm hat fir verschiedene Zonen dieselbe Form, aber der
Maximalwert ist in reichhaltigen Zonen viel gréfier als in armen. Das zugrunde
liegende Variogramm kann dann gefunden werden, indem jedes lokale Variogramm
durch das Quadrat des lokalen Mittelwertes dividiert wird und dann diese gemittelt
werden, bevor ein Variogrammmodell angepasst wird. Anomalien in der lokalen
Variabilitdt haben einen grof3en Einfluss auf die Genauigkeit einer Interpolation bzw.
Schatzung. Jede Schatzung irgendeiner verninftigen Interpolationsmethode profitiert
von geringer und leidet von starker Variabilitat (ISAAKS & SRIVASTAVA 1989). In der
Statistik werden dafur die Begriffe Homo- bzw. Heteroskedastizitat verwendet. Um
diese zu untersuchen, wird das Untersuchungsgebiet in mehrere gleichgrol3e Fenster
unterteilt und darin statistische MalRzahlen berechnet (engl. moving window
statistics). Fir ungleichmaRig verteilte Daten empfiehlt sich eine Uberlappung der
Fenster. Neben der Berechnung statistischer Malzahlen wie Mittelwert,
Standardabweichung oder Quartildistanz (vgl. Kap. 3.1.7) sind bekannte Verfahren
zur Aufdeckung von Heteroskedastizitat der Goldfeld/Quandt-Test oder das Verfah-
ren von Glesjer (BACKHAUS et al., 2008).

3.2.3.4.5 Loch-Effekt und Periodizitat

In manchen Fallen steigt das Variogramm tber den Maximalwert (sill) und fallt dann
wieder zuruck. Dies kann darauf hindeuten, dass Bereiche mit sehr hohen und
niedrigen Werten nebeneinander liegen oder dass zu wenig Punktpaare fur die
Berechnung des experimentellen Variogramms verwendet wurden. Bei vorhandenem
Loch-Effekt kdnnen sinusféormige Variogrammmodelle (3.50 und 3.51) eingesetzt
werden oder die verschiedenen Bereiche mussen gesondert behandelt werden.
Variogramme koénnen auch periodisches Verhalten anzeigen. Als natlrliches
Phanomen findet man dieses bei Zeitreihen, mit anderen Variablen ist dieses
seltener und schwieriger zu erklaren.

3.2.3.4.6 Verschachtelte Strukturen

Manchmal kénnen aus dem Variogramm verschachtelte Strukturen abgeleitet wer-
den. Dies ist der Fall, wenn zwei Reichweiten aufscheinen. Die lange Reichweite ist
ersichtlich ab dem Punkt wo das Variogramm ausflacht, die kurze Reichweite kann
aus einer charakteristischen Anderung der Variogrammkurve herausgelesen werden
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(Abb. 3.8). Die Anderung ist offensichtlich, wenn die zwei Reichweiten ziemlich
verschieden sind. Falls nicht, ist die Anderung eher graduell und nicht eindeutig.

o T T 1 I

kurze Reichweite lange Reichweite

Abb. 3.9: Verschachtelte Struktur

= h

Verschachtelte Strukturen zeigen das Vorhandensein von Prozessen, die auf ver-
schiedenen Mal3staben wirken, an. Das heif3t, es wirken verschiedene Variabilitaten

in verschieden Mafstaben.
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4 RAUMLICHE INTERPOLATION

4.1 Theorie der raumlichen Interpolation

Unter dem Begriff raumliche Interpolation versteht man im GIS-Bereich die Be-
rechnung bzw. Schatzung von Werten an nicht beprobten Orten auf Grundlage
punktuell gemessener bzw. erfasster Datenpunkte. Um quantifizierte und genaue
Informationen Uber rdumliche Variationen eines zu untersuchenden Phanomens zu
erhalten, wird mit rdumlich kontinuierlich variierenden Oberflachen gearbeitet, die
jedoch nicht flachendeckend beobachtet oder gemessen werden kénnen. Aus meist
wenigen punktuellen Stichproben-Messungen sollen Einzelwerte an anderen nicht
beprobten Orten Uber das Untersuchungsgebiet geschatzt werden (Abb. 4.1).
Wahrend die Gelandeoberflache ein anschauliches Beispiel fir den Typ einer
zumeist kontinuierlich variierenden Oberflache ist, liegen bei vielen thematischen
Werteoberflachen (Klima- und  Wetterdaten, Schadstoffkonzentrationen,
Grundwasseroberflache, usw.) kompliziertere Verhaltnisse vor. Aufgabe der
Interpolation ist es, Naherungswerte flr einen unbekannten Ort zu ermitteln bzw. aus
den wenigen punktuellen Messungen ein mdglichst gutes Bild und Verstandnis der
raumlichen Variation thematischer Oberflachen in einem Untersuchungsgebiet zu
gewinnen.

a @ T

Abb. 4.1: Grundaufgabe der Interpolation (PETERS, 2008)

Die Grundannahme der verschiedenen Interpolationsverfahren ist eine raumliche
Anhnlichkeit zwischen den einzelnen benachbarten Werten in dem Sinn, dass bei
raumlich naheliegenden Messpunkten eine groRere Ahnlichkeit zu verzeichnen ist,
als bei Messpunkten, die weit voneinander entfernt sind. Die Qualitat der
interpolierten Ergebnisse hangt von der Genauigkeit, der Anzahl und von der
Verteilung der in die Berechnung eingehenden Messpunkte ab. Gunstig ist es, wenn
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die Messpunkte relativ gleichmaRig tUber den Untersuchungsraum verteilt sind, aber
auch eine unregelmafige Anordnung ist fur eine Interpolation mdglich. Grundsatzlich
ist zu berucksichtigen, dass Interpolationen nicht besser sein konnen als die
zugrunde liegenden Daten und jede Schatzung nur eine mehr oder weniger
gelungene Annaherung an den ,wahren® Wert ist.

Die Interpolationsmetoden kénnen in deterministische und stochastische Verfahren
unterteilt werden. Deterministische Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass sie
entsprechend der raumlichen Nahe der Messpunkte diese zueinander gewichten. Im
Unterschied dazu berticksichtigen stochastische Verfahren zusatzlich die korrelativen
Beziehungen der Messpunkte, also die Existenz raumlicher Autokorrelationen. Ein
weiterer wesentlicher Unterschied ist, dass deterministische Verfahren die
Ahnlichkeit benachbarter Punkte, rein mithife mathematischer Funktionen
berechnen, wohingegen stochastische Verfahren eine auf statistischen Annahmen
beruhende Ableitung der Interpolationsflachen vornehmen. Als groRRer Vorteil der
stochastischen Methoden ist zu nennen, dass mit jeder ermittelten Schatzoberflache
auch eine Qualitatsaussage mit den dazugehorigen Fehleroberflachen verbunden ist.

4.2 Raumliche Anordnung der Stichproben

Die raumliche Verteilung der Datenpunkte (Stichproben) hat entscheidenden Einfluss
auf die Qualitdt und Wahl der Interpolation. Die Stichproben reprasentieren die
Grundgesamtheit und sollten deshalb einen hinreichend groRen Umfang und
raumlich gleichmaRig verteilt sein. Oft spielen aber finanzielle oder organisatorische
Aspekte sowie die Zuganglichkeit zu den Ortlichkeiten eine Rolle bzw. ist in vielen
Anwendungen die Anzahl und Lage der Stichproben bereits vorgegeben.

Das Verteilungsmuster der Datenpunkte im zweidimensionalen Untersuchungsgebiet
kann zufallig (random), gleichmaRig (regular) oder gruppiert (clustered) erscheinen
(vgl. Abb. 4.2).

Abb. 4.2: Verteilungsmuster (a) zuféllig-random, (b) gleichmaRig-regular, (c) gruppiert-clustered
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Unter dem Begriff Point Pattern Analysis (PPA) werden alle Methoden zusammen-
gefasst, die die raumliche Verteilung innerhalb des Interessengebietes untersuchen.
Das grundlegende Prinzip beruht auf einem Vergleich des empirischen Verteilungs-
musters mit einem theoretischen. Das theoretische Zufallsmuster wird Uber die
Poisson-Verteilung ermittelt. Eine Zufallsvariable heil3t poissonverteilt, wenn ihre
Wahrscheinlichkeitsfunktion nach

_A 2
p(x) = € (4.1)
mit
A Anzahl der Punkte
p(x) ........ Wahrscheinlichkeit, dass 0,1,2, ... Punkte im Unter-

suchungsgebiet theoretisch erwartet werden kdonnen.

beschrieben werden kann. Die Verfahren der PPA koénnen in zwei Gruppen unterteilt
werden, namlich in solche die erstrangige Effekte (first-order analysis), und solche,
die zweitrangige Effekte (second-order analysis) behandeln. Erstrangige Effekte
beziehen sich auf die Intensitat, das ist die mittlere Anzahl der Datenpunkte pro
Flacheneinheit. Zweitrangige Effekte oder raumliche Abhangigkeit nehmen Bezug
auf die Beziehung von gepaarten Datenpunkten, indem die Entfernung zwischen
diesen als Information verwendet wird. Die Art der Verteilung (zufallig, gruppiert,
gleichmafig) kann mit verschieden Methoden wie der

- Quadrat Methode

- Kernel Estimation (KE)

- Nearest Neighbour Analysis (NNA)
- Kernel Density Function (K-function)

untersucht werden, wobei die zwei erstgenannten der Gruppe der first-order analysis
zuzuordnen sind und NNA bzw. K-function der second-order analysis. Eine einfache
Methode den Grad der Gleichmaligkeit oder Gruppiertheit einer Punktverteilung
abzuschatzen, ist die Quadratmethode. Dabei wird Uber die Punktverteilung ein
regelmaldiger Raster (Quadrate) gelegt. Die mittlere Anzahl pro Quadrat ist die
Anzahl der Datenpunkte dividiert durch die Anzahl der Quadrate:

My = — (4.2)

n... Anzahl der Stichproben (Datenpunkte)
Nnq ... Anzahl der Quadrate
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Die Varianz kann nach Gl. (3.6) berechnet werden und damit das Verhaltnis Varianz
zur mittleren Anzahl pro Quadrat (variance/mean ratio):

VMR = (4.3)

§||U’N

Q

VMR zeigt den Grad an mit welchen ein Punktverteilungsmuster zu einer Poisson-
Verteilung abweicht. Fir ein zufalliges Verteilungsmuster ist der erwartete Wert eins,
ein Wert gréler als eins zeigt Gruppiertheit an, ein Wert kleiner als eins deutet auf
eine zunehmende Tendenz zu gleichmaRiger Verteilung hin.

Eine ausflhrliche Beschreibung der weiteren Methoden NNA, KE und K-function ist
in BAILEY & GATRELL (1995) oder LLoYD (2010) zu finden.

4.3  Deterministische Interpolationsverfahren

Deterministische Verfahren unterscheiden sich ihrerseits nach zwei Kriterien:

global — lokal und exakt — approximativ.

Bei globalen Methoden gehen alle Daten in die Interpolation mit ein, es wird ein
Algorithmus fur die gesamte Flache angewendet. Lokale Methoden dagegen
beziehen nur ein Teilgebiet, das sind Punkte der naheren Umgebung, in die Be-
rechnung ein. Es ist hierbei zu erwahnen, dass nicht alle Verfahren als global oder
lokal gekennzeichnet werden konnen. Bei Veranderung bestimmter Parameter der
Methoden kénnen manche der Verfahren beiden Kategorien zugeordnet werden. Als
exakt werden Verfahren bezeichnet, bei denen die Interpolationsflache exakt durch
die Messpunkte verlauft, als approximativ, wenn die Oberflache nicht durch die
vorliegenden Messpunkte verlauft. Immer wenn die an den Messpunkten ermittelten
Werten relativ genau, wiederholbar und keine grof3en Fehler aufweisen, wird ein
exakter Interpolator eingesetzt. Sind Messwerte nur ungenau und variieren von
Messung zu Messung stark, so wird es sinnvoll sein eine Oberflache nicht exakt
durch diese Punkte zu zwingen, sondern sich den empirischen Messwerten nur
anzunahern. Aus der Vielzahl von deterministischen Interpolationsmethoden

- Polygon-Methoden:
Thiessen - Polygone, Voronoi - Interpolation oder
Natural Neighbour Interpolation (NNI)
- Triangulation:
Delauny - Triangulation, TIN (Triangulated Irregular Network)
- Polynom Interpolation (PI)
- Inverse Distance Weighted (IDW)
- Spline Interpolation (SI)
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werden im folgenden die, flr die Aufgabenstellung verwendeten Methoden PI, IDW
und Sl beschrieben.

Bei Polygon-Methoden wird nur der nachstgelegene Datenpunkt zur Schatzung an
nicht beprobten Orten herangezogen. Daher liefert das Verfahren abrupte
Merkmalsanderungen zwischen den einzelnen Polygonen der interpolierten
Oberflache und es kann keine stetige Wertoberflache erzeugt werden. Es kommt zur
Entstehung von Sprungstellen (Artefakten), die nicht den realen Vorgangen
entsprechen. Anwendbar ist diese Methode jedoch im Rahmen der explorativen
raumlichen Datenanalyse (ERDA) um Nachbarschaftsbeziehungen (Trends, Aus-
reilder) schnell zu visualisieren (Voronoi - Diagramm).

Die Triangulation (Dreiecksvermaschung) wird durch das Aufspannen von Dreiecken
durch drei benachbarte Datenpunkte die Werteoberflache der Beobachtungs-
variablen gebildet. Der Schatzwert an nicht beprobten Orten ist daher nur von diesen
drei Datenpunkten anhangig und von den anderen unabhangig. Im Unterschied zur
Polygon-Methode werden stetige Werteoberflachen erzeugt, was im Allgemeinen
den realen Vorgangen naher kommt. Ein Nachteil dieser Methode kann eine
ungunstige Anordnung der Datenpunkte sein, die schmale, lange und spitzwinkelige
Dreiecke entstehen lassen. Abhilfe schaffen Nebenbedingungen, die von den
Dreiecken erflllt werden mussen, wodurch die Auswahl der Datenpunkte gesteuert
wird. Die bekannteste Methode ist die Delauny — Triangulation. Probleme entstehen
aber auch in datenarmen Gebieten und sog. kritischen Flachen, die dort auftreten,
wo alle Punkte eines Elementardreiecks dieselben Werte aufweisen (BARTELME,
2005). Die Triangulation findet vor allem flr Nachbarschaftsanalysen und die Er-
stellung von Gelandemodellen Anwendung.

4.3.1 Polynom Interpolation

Deuten explorative Untersuchungsmuster auf relativ wenig raumliche Unterschiede
hin oder zeigt sich ein klarer Trend flr das Untersuchungsgebiet, bieten sich
polynomische Verfahren (Regressionsverfahren) an. Die Polynom Interpolation passt
eine glatte Oberflache, die durch eine Polynomfunktion definiert ist, an die vorge-
gebenen Datenpunkte an. Fur die Berechnung werden multiple regressionsana-
lytische Verfahren nach der ,Methode der kleinsten Quadrate“ (Minimierung der Ab-
weichungsquadrate) verwendet. Fur ein Polynom erster Ordnung lautet das Modell

Z(x;,y;) = Po + Prx; + Bryi + e(xi, yi) (4.4)

mit
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VACTIZ) T Wert am Ort (x;, ;)

Bo .. Regressionskonstante

LB Regressionskoeffizienten
e(xi,yi) .. Zufallsfehler

und entspricht einer linearen Gleichung bzw. einer Ebene. Ein Polynom zweiter
Ordnung entspricht einer quadratischen Gleichung

Z(xi,y1) = Po + Baxi + Boyi + Bax? + Buyi + Bsxiyi + €(xi, ;) (4.5)

ein Polynom dritter Ordnung einer kubischen Gleichung

Z(x;,y1) = Po + Baxi + Boyi + Bax? + Buyf + Bsxiyi +
+ Boxi + Byxi + Bextyi + Poxiyi + €(xi, yi) (4.6)

und so weiter. Im Geostatistical Analyst von ArcGIS® sind Polynome bis zur
Ordnung zehn auswahlbar. Geschatzt werden die Regressionskoeffizienten f3; nach
der ,Methode der kleinsten Quadrate®. Unterscheiden kann man zwischen einer
globalen und lokalen polynominalen Interpolation. Die globale polynominale
Interpolation bezieht alle Datenpunkte in die Berechnung ein, wahrend die lokale
polynominale Interpolation nur Daten aus entsprechenden Teilflachen des
Untersuchungsgebietes verwendet und darin Polynome unterschiedlichen Grades
berechnet. Im Ergebnis erhalt man eine an die lokalen Verhaltnisse angepasste
Schatzoberflache. Zu beachten ist, dass es zu Oszillationen zwischen den Punkten
bei der Berechnung von Polynomen hoéherer Ordnung kommen kann, was als
Runges Phanomen bekannt ist. Ebenso kann das Ergebnis durch unvorteilhaft
liegende Datenpunkte und Ausreilder bis zur Unkenntlichkeit oszillieren, weshalb sich
dann ein Wechsel des Interpolationsverfahrens, etwa die Spline Interpolation
empfiehlt. Die bevorzugte Anwendung findet das Verfahren in der sog.
Trendoberflachenanalyse (vgl. Kap. 3.2.3.4.3) fur das Abschatzen und Entfernen von
raumlichen Trends und dient daher eher =zur Vorbereitung auf andere
Interpolationsverfahren wie das Kriging.

4.3.2 Inverse Distance Weighted Interpolation

Die Methode der inversen Distanzgewichtung (IDW) zahlt zu den flexibelsten und am
haufigsten verwendeten deterministischen Interpolationstechniken. IDW ist ein lo-
kales und exaktes Interpolationsverfahren. Es berucksichtigt jeweils eine zu defi-
nierende Umgebung des zu schatzenden Punktes. Es wird nicht versucht eine
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mathematisch beschreibbare Teilflache zu erstellen, sondern diese dynamisch aus
den vorhandenen Informationen zu berechnen. Die inverse Distanzgewichtung ist die
einfachste Interpolationsmethode, bei der das Gewicht jedes in die Berechnung
eingehenden Punktes umgekehrt proportional zu seiner Entfernung zum geschatzten
Punkt gesetzt wird. Die Berechnung erfolgt nach der Formel

n 1
. i=1,p%i

—\yn — )
Z(x0) = hj=1 MiZi(x) = ——x (4.7)

i=1d_p
l

mit
2(x) ... zu schatzender Wert an der Stelle x,
Z(x;) ... bekannte Messwerte am Punkt x;
Ai Gewichte (Z Ai = 1)
dlp p exponierte euklidische Distanzen der n Datenpunkte

zum geschatzten Punkt

Je niedriger der Exponent gesetzt wird, desto gleichféormiger gehen alle Nachbarn in
die Berechnung ein und desto glatter wird die Schatzoberflache. Je hoher der
Exponent wird, desto unruhiger wird die Oberflache, da nur mehr das Gewicht der
nachstgelegenen Nachbarn in die Interpolation einfliet. Die Gewichte die jedem
Messpunkt entsprechend der Gewichtungsfunktion zugeordnet werden, sind einer
Summe von eins angepasst. Somit ordnet die Gewichtungsfunktion proportionale
Gewichte zu und druckt den relativen Einfluss jeden Messpunktes aus.

Verfeinerte IDW-Interpolationsalgorithmen bertcksichtigen einen Glattungsfaktor und
Anisotropie. Aus obiger Grundformel ergibt sich die neue Gleichung (TOMCZzAK,
1998):

2(xo) = n:—l (4.8)

mit & als Glattungsparameter. Fur isotrope Datensatze wird wie zuvor die euklidische
Distanz verwendet. Flr anisotrope Datensatze (z. B. durch Beeinflussung von Wind
oder Topographie) wird die euklidische Distanz d; durch die effektive Distanz di.ex
ersetzt:

di—err = JAxx(8X)? + Ay AxAy + A, (Ay)? (4.9)

mit
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Ay = T3 + T, Tex = %, Tyy = cosf
—sin@ .
Ay = 2(Tex Ty + Ty Tyy) Ty = S;“ ,Tyx = —sinf

— T2 2
Ayy - TJ’J/' + Txy

wobei 6 die Richtung der Anisotropie Achse angibt und p das Anisotropie Verhaltnis
(o =1, fur Isotropie). Das Konzept ist in Abbildung 4.3 illustriert.

Abb. 4.3: lllustration des Konzeptes der bzgl. Anisotropie
korrigierten effektiven Distanz (TomczAk, 1998)

Ein Nachteil der IDW ist, dass die Schatzfunktion gezwungen ist, lokale Maxima oder
Minima in den Datenpunkten zu bilden. Dadurch werden kreisférmige Bereiche (sog.
bull eyes) gleicher Werte um die bekannten Datenpunkte gebildet (vgl. Abb. 4.4).

o
O ( O\~
PAN N

Abb. 4.4: IDW ,bull-eyes" Effekt
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Die Shepard’s Methode ist eine Variation der inversen exponierten Distanz-
gewichtung mit zwei verschiedenen Gewichtsfunktionen flir zwei separate
Umgebungen. In der inneren Umgebung wird ein Exponent von zwei flr die
Gewichtung verwendet, flr die auRere Umgebung ein Gewicht von vier. Die innere
Umgebung wird mit einem Drittel des Radius der auReren Umgebung festgelegt.

Unterschiede gibt es auch in den Suchalgorithmen, die die Messpunkte selektieren,
die in der Umgebung des geschatzten Punktes liegen. Der einfachste Algorithmus ist
die nearest-neighbour Suche. Dabei wird eine vorgegebene Anzahl von Mess-
punkten, welche am nachsten zum Schatzpunkt liegen, identifiziert (Abb. 4.5a). Ein
Nachteil der Methode ist, dass die Suche Punkte ermitteln kann, die alle nur auf einer
Seite des Schatzpunktes liegen. Mit der Quadranten-Suche ist eine gleichmaRigere
Verteilung der Messpunkte gewahrleistet. Eine Mindestanzahl von Punkten muss in
jedem der vier Quadranten um den Schatzpunkt verwendet werden (Abb. 4.5b). Eine
Erweiterung der Quadranten-Suche ist die Oktanten Suche (Abb. 4.5c).

faee oo —_— —
| e [y |
o 2 2 |
L I | o | 5 3
x WX e | = o 4 —
| oW ol o\ | o R
B Y e - e a] L | "?-._xx 2
| o & o I| ‘3."_& 7 [, |
| | - | | .Il." H-\.-
1'"-\ a A f 1y [ O
a ' II I):
| ' | | |
o | o | . i
5 L2 i

Abb. 4.5: (a) Suchtechnik die n nachste Nachbarn um den Stitzpunkt identifizieren
(b) Quadrantensuche die eine gleichmaRige Verteilung der Nachbarn um
den Schatzpunkt gewahrleistet
(c) Oktantensuche fiir die Nachbarn um den Schatzpunkt (DAvis, 2002)

Festzuhalten ist, dass tendenziell mit groRerer Zahl von Datenpunkten die Glattung
der resultierenden Oberflache zunimmt.

4.3.3 Spline Interpolation

Spline ist ein Begriff aus der numerischen Mathematik der erstmals von
SCHOENBERG (1946) fur glatte, harmonische zusammengesetzte mathematische
Kurven dritten Grades verwendet wurde. Der Begriff stammt aus dem Schiffsbau und
bezeichnet die sog. Straklatte (engl. spline) die mit Gewichten, den sog. Molchen,
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belegt wird, um harmonische Kurven ohne plétzliche Anderung des Krimmungs-
radius zu entwerfen. Die Form der Straklatte ist von ihrer Elastizitat abhangig und
wird von den Gewichten bestimmt.

Ein Spline n-ten Grades ist eine mathematische Funktion, die stlickweise aus
Polynomen mit maximal Grad n zusammengesetzt ist. Dabei sind an den Ubergangs-
stellen der Teilintervalle bestimmte Bedingungen gestellt, etwa das der Spline (n-17)-
mal stetig differenzierbar ist. Eine Spline-Funktion dritten Grades hat die Eigenschaft,
dass die Gesamtkrimmung der interpolierenden Kurve minimal wird, eine Eigen-
schaft die eine mit Gewichten belegte Straklatte ebenfalls realisiert (BRONSTEIN &
SEMENDJAJEW, 1987). Nach der Elastizitatstheorie nehmen Materialien immer die
energiearmste Materialstruktur ein, d. h. die Biege- oder Spannungsenergie ist ein
Minimum.

Durch die stiuckweise Definition sind Splines flexibler als Polynome und dennoch
relativ einfach und durch die vorgeschriebene Stetigkeit glatt, sodass der Kurven-
verlauf beim Ubergang der Teilintervalle beibehalten wird. Dadurch ergeben sich bei
der Spline Interpolation nicht die Nachteile, die durch starke Oszillation von Poly-
nomen hoherer Ordnung bei der Polynom Interpolation entstehen. Im GIS-
Anwendungsbereich werden radiale Basisfunktionen (RBF) als mathematische
Funktion verwendet, sodass die geschatzte Oberflache exakt durch die Datenpunkte
verlauft und die Oberflachenkrimmung minimiert wird. Im Unterschied zum ebenfalls
lokalen und exakten IDW - Verfahren ist eine Uberschreitung der lokalen Maxima
bzw. eine Unterschreitung der lokalen Minima zulassig. Dies flhrt zu einem
geglatteten Verlauf zwischen den Datenpunkten (vgl. Abb. 4.6).

Abb. 4. 6: Grafischer Vergleich zwischen IDW (links) und Spline (rechts) Interpolation
(JOHNSTON et al., 2002)

Eine radiale Basisfunktion ist eine reelle Funktion deren Wert nur vom Abstand zu
einem Punkt ¢ abhangt, der Zentrum genannt wird, sodass

¢(x,c) = ¢(llx — clD, (4.10)

wobei gewohnlicherweise die euklidische Norm gewahlt wird. Fur die Oberflachen-
interpolation, wo an die zwei-dimensionale Lageinformation (x,y) der Datenpunkte ein
nicht rdumliches Attribut geknupft wird, werden kubische Splines herangezogen. Fur
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die Spline Interpolation wird eine Menge von N Basisfunktionen verwendet, namlich
eine fur jeden Datenpunkt unter der Bedingung, dass die mittlere quadratische
Krimmung (Glattung) ein Minimum wird. Nach MITASOVA & MITAS (1993) oder LLOYD
(2010) kann die Loésung dieses Problems als die Summe von zwei Komponenten
ausgedruckt werden:

Z(%y) = T (%) + X021 4 ¢(|| % — %o ) (4.11)
mit

N .... Anzahl der Datenpunkte

Aj .... zuschéatzende Gewichte

¢(r) ... radiale Basisfunktion mit r = ||¥; — X, || als euklidische Distanz
zwischen dem geschatzten Ort x, und jeden Datenpunkt ;

T (x,) wird als Trendfunktion bezeichnet und ist eine lokale Untermenge M (die M
nachsten Nachbarn) linear unabhangiger Funktionen

T(Xo) = XLy a1fi(%o) (4.12)

Mit o als Bezeichnung fur den Tensionsparameter werden als RBF folgende Funk-
tionen verwendet:

Multiquadratische Funktion:

¢(r) =Vr? + g2 (4.13)

Inverse multiquadratische Funktion:

-1
r)= 414
o) /\/r2 + 02 #14)
Thin Plate Spline Funktion (TPS):

¢(r) = (o-r)*In(o - 7) (4.15)

Spline mit Tension Funktion:

¢ (r) =ln(a-§)+ Ky(o 1)+ Cg (4.16)
mit
K, ... modifizierte Besselfunktion (BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1987, S. 633).

0
Ce ... Eulersche Konstante (BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1987, S. 332)
(Ce=10,577215665....)
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Completely Regularized Spline Funktion (CRS):

T 2 T 2
o(r) = ln(a-g) + E; (O"E) + Cg (4.17)
mit
E; ... Integralexponentialfunktion (BRONSTEIN & SEMENDJAJEW, 1987, S. 61).

Ce ... Eulersche Konstante (Ce=0,577215665....)

Von den funf vorgestellten Spline - Interpolationsfunktionen hat sich die mit ,com-
pletely regularized spline with tension and smoothing” erzeugte Oberflache im
Allgemeinen als genaueste und flexibelste erwiesen (MITASOVA & MITAS,1993 bzw.
MITASOVA et al., 1995). Bei raschen Anstieg oder abrupten Anderungen der Daten-
werte in lokaler Nachbarschaft kann es bei den vier erst genannten Spline —
Interpolationsfunktionen zu Ubertriebenen Uberschreitungen der lokalen Maximal-
bzw. Minimalwerte kommen. Mit dieser Technik kann das Ausgreifen der Oberflache
uber den Wertebereich der Datenpunkte reguliert werden. Ein weiterer Vorteil ist,
dass auch die Ableitungen der Ordnung groéfRer als zwei existieren und simultan mit
der Interpolation berechnet werden koénnen, um sie direkt fir die Analyse der
Oberflachengeometrie zu verwenden. Mithilfe des Tensionsparameters wird das
lokale Verhalten der Oberflache gesteuert. Je grofRer der Tensionsparameter, desto
lokaler erfolgt die Formung der Oberflache. In ArcGIS® wird der optimale
Tensionsparameter durch Minimierung des RMSPE mithilfe der Kreuzvalidierung
(siehe Kap. 4.5) automatisch ermittelt. Eine ausfihrlichere Beschreibung zu RBF und
deren Beziehung zu Splines und Kriging (Kap. 4.4) kann in CHILES & DELFINER (1999)
gefunden werden.

4.4  Stochastische Interpolationsverfahren

Im Unterschied zu und in Erweiterung der deterministischen Verfahren des vorigen
Kapitels handelt es sich bei stochastischen Interpolationsverfahren um eine Kombi-
nation mathematischer und statistischer Verfahren, die auf Basis der Theorie der
regionalisierten Variablen entwickelt wurden. Der Interpolationsprozess, d. h. die
Schatzung der unbekannten Werte, beruht auf Wahrscheinlichkeiten. Die aus der
Variographie gewonnene Information — raumliche Kontinuitat (Variogrammmodell)
und ihre Reichweite, groRraumige (Schwellwert) und kleinrdumige Variabilitat
(Nuggeteffekt) — wird im Zuge eines geostatistischen Schatzprozesses weiter-
verwendet. Unter dem Oberbegriff Kriging, benannt nach D.G. KRIGE, einem
sudafrikanischen Pionier in der Anwendung statistischer Techniken fir Berech-
nungen im Minenabbau, werden eine Reihe von geostatistischen Interpolations-
verfahren bezeichnet, die sich anhand der verschiedenen stochastischen Ansatze
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unterteilen lassen. Entsprechend den Voraussetzungen konnen diese als stationar -
nicht stationar, linear — nicht linear, uni- oder multivariat bezeichnet werden. Gemein-
sam ist allen Verfahren, dass sie auf Regressionstechniken beruhen, die eine Mini-
mierung der Schatzvarianz zum Ziel haben. Der Unterschied zu den determi-
nistischen Interpolationsmethoden besteht darin, dass die Gewichtungsfaktoren nicht
allein aufgrund der Lage der Messpunkte im Raum bestimmt werden, sondern ein,
aus den Eigenschaften der Variablen in ihrer Anordnung im Raum abgeleiteter,
stochastischer Anteil hinzugenommen wird. Die Basis flir das eigentliche
Krigingverfahren bildet der Betrag der raumlichen Varianzanderung zwischen den
jeweiligen einzelnen Werten. Erhalten wird dieses Mall Uber den raumlichen
Zusammenhang der Messpunkte durch das (Semi-)Variogramm (Kap. 3.2.3),
welches zur Bestimmung der optimalen Interpolationsgewichte verwendet wird. Somit
entscheidet eine durch die Daten gesicherte und aus ihnen abgeleitete Funktion Uber
das Ergebnis der Interpolation und nicht eine willkurlich gewahlte deterministische

Funktion. Analog der IDW (Gl. 4.7) wird der Schatzwert 20 durch Bildung eines ge-
wichteten Mittelwertes aus den vorhandenen Messwerten Z; berechnet:

5 _ K

Z(xo) = Xisa A Z(xp) (4.18)
mit

Z(xo) -.. zu schatzender Wert an der Stelle X,

Z(x;) ... bekannte Messwerte am Punkt x;

K Kriginggewichte

Kriterien flr die Bestimmung der Gewichte /Vf sind die Erwartungstreue der
Schatzung sowie die Minimierung des mittleren quadratischen Schatzfehlers:

1. Erwartungstreue: E[Z(x,) — Z(x,)] = 0.

Der Erwartungswert des Schatzfehlers, also die Differenz zwischen dem
wahren Wert und dem geschatzten Wert an einem beliebigen Ort ist null.
Damit sollen systematische Uber- oder Unterschatzungen ausgeschlossen
werden. Dies gilt wenn der Mittelwert m konstant Uber das Untersuchungs-
gebiet ist, d. h. es liegt Stationaritat der 2. Ordnung vor (Kap. 3.2.2.2) oder
zumindest die abgeschwachte Stationaritat, die sog. intrinsische Hypothese
(Kap. 3.2.2.3) muss erflllt sein, d. h. das Mittel und die Varianz der
Inkremente Z(x+h)-Z(x) existieren und sind unabhangig vom Punkt x.



Raumliche Interpolation Seite 48

2. Varianzminimum: Var (Z(xo) — Z(xo)) = E[Z(xo) — Z(xo)]2 - min.

Die Varianz zwischen Schatzwert und tatsachlichen Wert (Schatzfehler) soll
ein Minimum ergeben.

Folgende Eigenschaften kennzeichnen das Krigingverfahren:

- Kriging liefert den besten, unverzerrten Schatzwert, d. h. es gibt keine
systematischen Verzerrungen (BLUE = Best Linear Unbiased Estimator).

- Kriging ist ein exakter Interpolator, d. h. die Messwerte an den Datenpunkten
werden immer exakt wiedergegeben.

- Kriging berucksichtigt die Lage von Datenpunkten und bezieht die raumliche
Struktur einer MessgrofRe Uber das Semivariogramm mit ein. Damit ist Kriging
den klassischen distanzgewichteten Verfahren Uberlegen, da es das
Potenzial besitzt, Informationen Uber die Kovarianz von stark beprobten
Gebieten in sparlich beprobte zu Ubertragen (CHILES & DELFINGER, 1999). Es
ist daher fir ein unregelmaRiges Verteilungsmuster der Datenpunkte besser
geeignet.

- Kriging ermdglicht die Beurteilung der Zuverlassigkeit der Schatzung fur jeden
Schatzpunkt durch Angabe des Krigingfehlers. Der Krigingfehler (Schatz-
fehler) ist dabei nur abhangig von der Lage der Datenpunkte und vom
Semivariogrammmodell, nicht jedoch von den Messwerten.

Wie bereits am Anfang des Kapitels beschrieben, wird der Schatzwert ZO durch Bil-
dung einer gewichteten Linearkombination der Messwerte gebildet. Der Erwartungs-
wert des Schatzfehlers ist somit:

E(Zy—2)) = EGAXZ(x)—Z)) = TWEm—m=mE1E-1) (4.19)

Damit der erwartete Fehler null ist, muss entweder m=0 sein, d. h. der Mittelwert ist
bekannt oder die Kriginggewichte in Summe eins (3, Af = 1) ergeben. Kriging um-
fasst verschiedene Methoden der Bestimmung gewichteter Mittelwerte, unterschied-

liche Verfahren und die einzelnen Schritte sind etwa bei CHILES & DELFINGER (1999),
CRESSIE (1993), IsAAKS & SRIVASTAVA (1989) oder WACKERNAGEL (2003) beschrieben.

4.4.1 Simple Kriging

Simple Kriging (SK) ist die mathematisch am wenigsten komplizierte Form des
Kriging. Diese raumliche Regressionstechnik setzt einen bekannten Mittelwert,
welcher als Durchschnittswert aus den Daten berechnet werden kann, Uber das
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Untersuchungsgebiet voraus. Die Definition der Simple Kriging Schatzung fur einen
Wert am Ort x,, lautet:

Z(xo) = m+ X A [Z(x;) —m] (4.20)

mit den zu den Residuen Z(x;) — m dazugehérigen Simple Kriginggewichten A;%
Da der Mittelwert gleich null ist und damit die Schatzung automatisch erwartungstreu,
bendtigt es keine Bedingung bzgl. der Summe der Kriginggewichte (vgl. G1.4.19). Die
Varianz des Schatzfehlers kann damit unter Annahme der Stationaritadt zweiter
Ordnung einfach ausgedruckt werden als

(4.21)

s§ =Var (Z(xo) - Z(xo)) = E[Z(xo) - Z(xo)]z

E [(Z(Xo))z + (Z(Xo))z - ZZ(XO)Z(XO))] —

n

n
D OATHEC(x = x7) + COo—%0) =2 ) AKC (i = x0) =
] i=1

n
i=1j=1

n
AEAKC (2 — %)) — 2 Z A5KC (x; — %)
j= i=1

(a) (b) (c)

=C(x0—x0)+znzzn:
i=1 j=1

mit
C(xl- - xj) = C[Z(xl)lz(x])]

Die Gl. (4.21) besteht aus drei Termen: (a) der Varianz der Daten C(0) = o2, (b) der
Redundanz der Information infolge der Datenkonfiguration und (c) der Distanz
zwischen den Daten und dem geschatzten Ort. Die Varianz des Schatzfehlers
wachst mit der Variabilitdt der Daten und den redundanten Informationen, reduziert
sich aber durch Verwendung von Daten die zum geschatzten Ort eine Korrelation
aufweisen.

Die Bedingung des Varianzminimums fur den Schatzfehler fuhrt zu einem analogen
Problem wie die Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Die Mini-
mierung wird durch Bildung der partiellen Ableitungen nach den einzelnen /1;”( und

deren Gleichsetzung zu null erreicht. Explizit ergibt sich firallei = 1, ...,n
230 BN C(x — %) — 2C(x; —x9) = 0 (4.22)
und man erhalt damit das Gleichungssystem flr Simple Kriging wie folgt:

?=171}§K C(x; - xj) = C(x; — xo) (4.23)
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Die zugehorige Varianz fir SK ergibt sich nach Gl. (4.21) durch Ersetzten der linken
Seite der Simple Kriging Gleichung (4.23) durch die rechte Seite:

séx = C(0) — X A7 C(x; — x0) (4.24)

Anstatt der Kovarianz kann auch das (Semi-)Variogramm (Gl. 3.38), unter Annahme
der zumindest erfullten intrinsischen Hypothese, verwendet werden. Die Lésung des
SK Gleichungssystems ergibt die Simple Kriginggewichte und damit die Schatzung

von Z(x,) nach Gl. (4.20):

Z(x) = m+ X A [Z(x;) —m] =
= N A Z(x) +m- (1 — i1 /1291() =
AR Z(x) +m - 3K (4.25)

Der Term /'l;f,,K wird als Gewicht des Mittelwertes bei SK bezeichnet.

Heutzutage wird SK selten angewandt, da der Mittelwert meist nicht bekannt ist. Es
gibt aber Umstande wo der Mittelwert im Vorhinein bekannt ist. Dies ist der Fall bei
standardisierten Variablen, wo dieser null betragt. Ebenfalls null ist der Mittelwert bei
Residualvariablen (z. B. Residuen einer Trendoberflache oder eines Regressions-
modells). Deshalb wird SK manchmal auch als Kriging mit bekannten Mittelwert
bezeichnet. Ein wichtiger Grund aber SK anzuwenden ist, dass das Gewicht des Mit-

telwertes A,S\,,K eines der besten Kriterien zum Test der Kriging-Qualitat bildet (siehe
Kap. 4.5.2). Wenn die Stichproben unregelmaflig im Raum verteilt sind, ist es sinnvoll
eine Karte der SK-Varianz als Erganzung zu den Schatzwerten zu erstellen. Man
erhalt dadurch eine Abschatzung der variierenden Genauigkeit der Schatzwerte
infolge der unregelmafigen Anordnung der Datenpunkte (WACKERNAGEL, 2003).

4.4.2 Ordinary Kriging

Ordinary Kriging ist das meist verbreitete Kriging Verfahren. Mit einer Ausnahme sind
die Voraussetzungen fir das Ordinary Kriging (OK) dieselben wie fur das Simple
Kriging. Der Mittelwert der regionalisierten Variable ist hypothetisch konstant Uber
das Untersuchungsgebiet, jedoch unbekannt. Die Aufhebung dieser Einschrankung
vergroRert die Anwendungsmaoglichkeiten des Kriging betrachtlich. Die Schatzung
aus dem SK kann auch in folgenderweise umgeschrieben werden:
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2(x) = m (1 =X 4) + Tieq L Z(x) (4.26)

Wenn man die Summe der Gewichte gleich eins setzt, dann wird die Grolie innerhalb
der Klammern gleich null und der erste Term, der den Mittelwert enthalt,
verschwindet. Die Kriging Schatzung ist dann unabhangig vom Wert des Mittels.
Unter Verwendung des Lagrange Multiplikators kann flr das Problem der Varianz-

minimierung die Bedingung ZA?K = 1 hinzugenommen werden. Die einzelnen
Schritte sind etwa bei ISAAKS & SRIVASTAVA (1989) beschrieben und fuhren unter
Verwendung des (Semi-)Variogramms zur Bildung des bekannten erweiterten Glei-
chungssystems fur OK:

Y —x1) o v(xy —xyp) 1 A(l?K y(x1 — %)

: : A Y R = : 4.27

Y —x) e yOm—x) 1]\ 22 Ty —x | #2D)
1 1 0 Hok 1

mit den zu den Datenwerten zugehdrigen OK-Gewichten /1?1( und dem Lagrange

Parameter u,x. Die linke Seite von Gl. (4.27) beschreibt die Unahnlichkeiten
zwischen den Datenpunkten, wahrend die rechte Seite die Unahnlichkeiten zwischen

jedem Datenpunkt und der Schatzung am Ort (x,) zeigt. Die Varianz des
Schatzfehlers von OK ergibt sich zu

S8k = Mok — ¥ (%o — Xo) + X1y A%y (x; — xo). (4.28)

Die lokale Schitzvarianz 54 (x,) kann ebenfalls bestimmt werden:

soic(x0) = = XJoa Xisy LAy (i — %) + 221, Ay (xi — %) (4.29)
Interessant sind noch die zwei folgenden Beziehungen:

ok = A3t Hkm (4.30)
s6x = Séx + (M) ?sim = séx + (An)*txm (4.31)

Gl. (4.30) liefert einen Ausdruck des Lagrange Parameters von OK in Termen des
Gewichtes des Mittelwertes in SK und des Lagrange Parameters fur Kriging des

Mittelwertes Ly = S,%M. Gl. (4.31) zeigt, dass die OK Varianz in zwei Teile getrennt
werden kann. Sie ergibt sich als Summe der SK-Varianz und der Varianz der
Schatzung des Mittelwertes multipliziert mit dem Quadrat des Gewichtes des
Mittelwertes in SK. Der zweite Teil gibt ein Mall des Genauigkeitsverlustes infolge
des unbekannten Mittelwertes an.
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Im Fall der abgeschwachten Stationaritat (intrinsische Hypothese) wird mit
Inkrementen anstatt der Variablen selbst gearbeitet. Unter der zugrunde liegenden

Annahme der Gl. (3.30) und (3.31) ist der Schatzfehler ( Z(x;) — Z(x;)) ein Inkre-
ment, vorhergesehen dass die Summe der Gewichte gleich eins ist, und die
Erwartung und die Varianz existieren und kdnnen berechnet werden. Dies fuhrt unter
Verwendung des Variogramms zu denselben Kriging-Gleichungen wie zuvor,
weshalb im Allgemeinen die intrinsische Hypothese anstatt der Stationaritat
verwendet wird.

4.4.3 Universal Kriging

Die bisherigen Verfahren zur Ermittlung der Schatzwerte gehen davon aus, dass die
Messwerte keinem raumlichen Trend unterliegen. In vielen Fallen zeigen Messwerte
jedoch eine systematische Zu- oder Abnahme im Raum, die als Trend (global) oder
Drift (lokal) bezeichnet wird. In diesen Fall ist das OK nicht optimal, da die
Schatzungen im Vergleich zum wahren Wert zu hoch oder niedrig ausfallen. Damit
wird auch der Schatzfehler Ubermafig erhoht und ein Varianzminimum ist nicht mehr
moglich.

Universal Kriging (UK) ist eine weitere Generalisierung des Krigingverfahren, bei
welchem ein konstanter Mittelwert Uber den Untersuchungsraum nicht mehr gegeben
sein muss. Das Verfahren leistet in einer simultanen Operation das, was ansonsten
in drei Schritten durchgefuhrt werden muss:

- Eine Drift wird geschatzt und beseitigt um Stationaritat bzgl. den Residuen in
den Messpunkten zu erhalten.

- Ein Kriging wird mit den stationaren Residuen durchgefuhrt, um geschatzte
Residualwerte an den nicht beprobten Orten zu erhalten.

- Die geschatzten Residualwerte werden mit der Drift kombiniert, um die
aktuelle Oberflache zu erhalten.

Anstatt diese komplizierten Schritte durchzufuhren, kdnnen die Kriging Gleichungen
um weitere Lagrange Parameter erweitert werden, die eine Drift reprasentieren.
Diese kann als Linearkombination der Koordinaten am Messpunkt innerhalb einer
lokalen Umgebung modelliert werden. In der Geostatistik werden ublicherweise
Polynome erster oder zweiter Ordnung verwendet:

m(xg) = Bo + Xi1(B1x; + B2yi) (4.32)

m(xo) = Bo + Xieq (Bixi + Boyi + Bsx? + Bayi + Bsxiyi) (4.33)
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mit B; als unbekannte Drift Koeffizienten.

Im Unterschied zum OK muss das (Semi-)Variogramm von den Residuen der
regionalisierten Variable stammen. Das bedeutet das zuvor eine Strukturanalyse
durchgefuhrt werden muss, um die beste Kombination von Nachbarschaftsgro3e und
Reprasentation der Drift zu erhalten. Dies ist kein triviales Unterfangen, weil das
Drift-Modell und die Nachbarschaftsgréf3e in gegenseitiger Wechselwirkung stehen.
Durch die Hinzunahme weiterer Lagrange Parameter flr die Drift missen mehr
unbekannte Koeffizienten berechnet werden. Dazu wird eine gréRere Anzahl von
Messpunkten benétigt, um geniigend Uberbestimmung fir die Ldsung des
Gleichungssystems zu haben. Die Varianz des Schatzfehlers beinhaltet die Un-
sicherheit der geschatzten Drift und den Schatzfehler der Residuen, der wiederum
abhangig von der Wahl des Driftmodells ist.

4.4.4 Lognormal Kriging

Mit Lognormal Kriging werden Schatzungen von Zufallsvariablen Z(x;) vorgenom-
men, die log-normalverteilt vorliegen, insbesondere bei positiver Schiefe (Gl. 3.9).
Die Datenwerte werden zuerst durch Logarithmieren mit dem natarlichen
Logarithmus (/In) oder dem Logarithmus zur Basis 10 (log) in die normalverteilte
Zufallsvariable

Y(x;) =logZ(x;) (4.34)

transformiert (vgl. 3.17), mit welchen das Variogrammmodell und die Interpolation
durch SK, OK oder UK vorgenommen wird:

Y(xo) =X, A log Z(x) = Xy AXY (1) (4.35)

Die geschatzten Werte kénnen nach der Interpolation auf die ursprungliche Vertei-
lung erwartungstreu durch

Z(xo) = exp [?(xo) + %Ulg,SK(xi)] (4.36)

racktransformiert werden (BURROUGH & MCDONELL, 1998), wobei 013,5,( die Lognor-
mal Kriging Varianz aus dem Simple Kriging ist. Mit a}%OK und dem Lagrange-Para-

meter Kriging A,; aus dem Ordinary Kriging der logarithmierten Werte ergibt sich fiir
die Rucktransformation (CRESSIE, 1993):
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2(xo) = exp |7 (o) + 3 0 oxc () — Auf] (4.37)
CHILES & DELFINGER (1999) weisen weiters darauf hin, dass das Verfahren sehr
sensitiv gegenuber Variogrammfluktuation und relativ schwierig in der Anwendung
ist. Notwenig ist eine feine Abstimmung des Schwellwertes (sill) des Variogramms.
Bei der Transformation der Werte ist darauf zu achten, dass die logarithmierten
Werte tatsachlich eine Normalverteilung aufweisen bzw. die Abweichung von dieser
vernachlassigbar ist.

4.45 Trans-Gaussian Kriging

Der Ansatz des Lognormal Kriging kann fur eine Zufallsvariable mit einer beliebigen
Transformation Y = ¢(Z) verallgemeinert werden, wobei ¢ (Z) einen normalverteil-

ten stochastischen Prozess darstellt, der intrinsisch stationar ist. Die Funktion ¢ ist
zweifach differenzierbar und invertierbar. Die transformierten Y-Werte lassen sich mit
einem linearen Schatzer interpolieren und die interpolierten Werte werden rick-
transformiert. Mithilfe der Taylor-Reihenentwicklung und unter der Annahme, dass

der Kriging Fehler (Y — 17) - vgl. Gl (4.39) - relativ klein sind, kann eine erwartungs-
treue Rlcktransformation der Zufallsvariable Z erreicht werden:

o) =p(P)+ (Y =1)p' () +2(v = 7)°¢"(7)
Elp()] = o(7) + 5 0d"(¥), daE[(v - )] =0
7 =¢(7) + oo (7) (4.38)

fur Simple Kriging (CHILES & DELFINGER 1999) bzw.
74 4 2 1 2
Z=0(7) + 0" (ug) {5 03 — A} (4.39)

fur Ordinary Kriging (CRESSIE, 1993).

Im Lognormalen Fall erhalt man aus Gl. (4.38) die Beziehung nach Gl. (4.36)
Z = exp [17 + %O’%SK].

Im Fall einer Box-Cox Transformation (Gl. 3.17) kann das Trans-Gaussian Kriging in
ArcGIS® mit OK und UK verwendet werden.
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4.4.6 Co-Kriging

Das Co-Kriging ist eine multidimensionale Erweiterung des Krigingverfahrens, d. h.
es lassen sich zwei oder mehrere Variablen geostatistisch analysieren. Zusatzliche
Variablen (sekundare Variablen), die mit der primaren Variable eine raumliche Kreuz-
korrelation aufweisen, konnen in das Modell integriert werden. Bei einer Kreuzkor-
relation der beiden Variablen werden die in der sekundaren Variablen gespeicherten
Informationen dazu verwendet, die primare Variable in ihrer raumlichen Verteilung zu
beschreiben. Damit kann die Interpolation in der primaren Variable verbessert und
die Varianz des Schatzfehlers verringert werden. Voraussetzung fur die sekundaren
Daten ist eine hohere Erfassungsdichte und eine Korrelation der Daten mit der
primaren Schatzvariablen. Das Co-Kriging modelliert die gemeinsame Co-Varianz
beider Variablen in einem Co-Semivariogramm, in dem es Informationen aus den
Semivariogrammen beider Daten verwendet.

4.5 Validierung von Schéatzergebnissen

4.5.1 Kreuzvalidierung

Unverzichtbar fur das sinnvolle Konstruieren von Oberflachen ist eine nachvollzieh-
bare Prufung der Qualitat der Interpolationen bzw. der Methoden, mit denen diese
erstellt wurden (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989). Eine der am haufigsten verwendeten
Methoden zur Prufung der Qualitat einer Interpolation stellt die sog. Kreuzvalidierung
(engl. cross validation) dar. Die Qualitat der interpolierten Punkte hangt zum einen
von der Anzahl und dem Verteilungsmuster der Datenpunkte ab, zum anderen ist
das mathematische Modell (PI, IDW, SI, SK, OK, UK), das das zu untersuchende
Phanomen beschreibt, entscheidend. Mithilfe der Kreuzvalidierung lassen sich
verschiedenen Annahmen Uber das Modell (z. B. Parameterwahl, Variogrammmo-
dell, NachbarschaftsgroRe) oder den Daten (z. B. Ausreil3er, punktweise Anomalien)
vergleichen.

Im Kreuzvalidierungsverfahren wird jeder Messwert Z(x;) der Reihe nach aus den n
Beobachtungen entfernt und mit den tbrigen (n-1) Beobachtungen an der entfernten
Stelle eine Schatzung Z*(x[i]) mit den konstant gehaltenen Interpolationspara-
metern erneut vorgenommen. Die eckigen Klammern beim Index i zeigen an, dass
die Schatzung an der Stelle x; ohne den Messwert Z; durchgefiihrt wird. Die
Differenz zwischen dem Messwert und dem geschatzten Wert
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SF(xi) = Z(xi) — Z*(x[l]) (4.39)

wird als lokaler Schatzfehler am Ort x; bzw. Kreuzvalidierungsfehler bezeichnet. Die
Schatzfehler SF werden auch als Residuen bezeichnet. Die Ergebnisse der Kreuz-
validierung konnen mithilfe der Berechnung verschiedener statistischer Mal3zahlen
analysiert werden, welche Aufschluss Uber die Gute eines Interpolationsverfahrens
geben. Ist der mittlere lokale Schatzfehler SF einer Stichprobe (n) und damit das
arithmetische Mittel (engl. mean prediction error - MPE) annahernd null

MPE = ¥ ((Z(x;) — Z*(xp)) = 0, (4.40)

dann liegt offensichtlich keine Verzerrung und damit Erwartungstreue vor. Dagegen
kann ein signifikanter negativer (oder positiver) mittlerer Schatzfehler eine systema-
tische Uberschatzung (bzw. Unterschatzung) reprasentieren (WACKERNAGEL, 2003).

Ein weiteres aussagekraftiges Mal} ist die Schiefe (Gl. 3.9), da eine schiefe
Verteilung ebenfalls eine Verzerrung der geschatzten Oberflache impliziert. Weiterhin
erhofft man sich eine geringe Streuung der lokalen Schatzfehler, die durch die
Standardabweichung s (Gl. 3.7) angegeben wird. Eine Schatzung mit einer geringen
Abweichung von der Erwartungstreue und einer kleinen Standardabweichung der
Residuenwerte ist einer erwartungstreuen Schatzung mit einer grol3en Standardab-
weichung vorzuziehen (ISAAKS & SRIVASTAVA, 1989).

Der mittlere quadrierte Schatzfehler (engl. mean squared prediction error - MSPE) ist
eine weitere hilfreiche statistische Malzahl fur den Vergleich verschiedener
Schatzungen:

1 . 2
MSPE = -3 1(Z(x) — Z" (x))
(4.41)
In Analogie zur Standardabweichung kann zudem der root mean squared prediction

error (RMSPE) aus den quadrierten Schatzfehlern nach Gl. (4.37) berechnet werden,
dessen Optimum ebenfalls null ist.

RMSPE = \/% > (Z) = 2 () (4.42)
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Wegen des Proportionalitatseffektes bei hohen Eingangswerten gehen besonders
hohe Differenzen in entscheidendem Male in die Berechnung des MSPE bzw.
RMSPE ein. Daher sind bei Modellen mit héheren Wertebereichen zwangslaufig
héhere Fehler zu erwarten. Vor diesem Hintergrund ist die Grélke von MSPE bzw.
RMSPE nicht allein von der Qualitat des Modells, sondern auch von den Eingangs-
daten abhangig.

Die Kriging Standardabweichung o (vgl. Gl. (4.24) bzw. (4.29)) gibt den Schatzfehler
des Modells fur die Schatzung an der Stelle x,, bei Entfernung der Stichprobe x,, an.
Dividiert man den Kreuzvalidierungsfehler aus Gl. (4.34) durch die Standard-
abweichung o2, dann kann man den aktuellen und geschatzten Fehler vergleichen:

Z(x)—Z" (x[3))

OK

(4.43)

Falls der mittlere quadrierte, standardisierte Schatzfehler aus Gl. (4.38) ungefahr
eins ergibt,

1 Z(x)-2*(xpip)”
— i=1( = 1)) ~ 1 (4.44)

dann ist der aktuelle Schatzfehler gleich dem Durchschnitt des Schatzfehlers aus
dem Modell. Diese GroRe zeigt die Angemessenheit des Modells und seinen
Parametern (WACKERNAGEL, 2003).

Die Beschreibung der Anpassungsgute des Modells an die zugrunde liegenden
Daten geschieht auch durch den empirischen Korrelationskoeffizienten r mittels einer
Normierung der empirischen Kovarianz durch das Produkt der Standard-
abweichungen:

= Sz 4.45
" s(Z2%)-s(2) (4.49)
FUr die Beurteilung der Starke des Zusammenhanges zwischen beobachteter und
geschatzter Variable an den Stitzstellen kann der Rangkorrelationskoeffizient pg

nach Spearman (-1 < ps < 1) verwendet werden:

_ 4 _ 63, (rgz)-rg(z))”
ps =1 2 D) (4.46)

mitrg(Z;) .... Rang von Z;
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Der Wert ps = -1 bedeutet funktional entgegengesetzter, der Wert pg = 0 kein und
der Wert pg = 1 vollstandiger Zusammenhang.

Ein weiterer interessanter Ansatz ist das Jackknifing, besonders mit weniger als 50
bis 100 Datenpunkten, wenn sich bereits in der Variographie kaum ausreichend
Datenpunkte bilden lassen. Dabei wird ein Punkt aus den bekannten Stitzpunkten
geschatzt, wobei jeweils einer dieser Punkte der Reihe nach entfernt wird. Samtliche
Schatzungen - auch Pseudowerte genannt — werden letztlich gemittelt und ergeben
die Jackknife Schatzung ZJ.

Die Beurteilung des Interpolationsergebnisses kann zunachst auch visuell in Form
von Darstellung der Wertepaare in einem Streudiagramm erfolgen. Ideal ist hierflr
die Lage aller Wertepaare auf einer 45°-Geraden (Z*(x;) = Z(x;)) als Nachweis der
bedingten Unverzerrtheit. Dieser Idealzustand wird sich im Regelfall nicht ergeben,
sondern zumeist eine Punktwolke in Form einer lang gestreckten Ellipse. Diese ist
mit ihrer Langsachse genau dann an der 45°-Geradenorientiert, wenn keine
systematischen Uber- oder Unterschatzungen auftreten und folglich der
Erwartungswert der Schatzung dem Mittelwert der Stichprobenpopulation entspricht.

4.5.2 Testen einer Kriginganordnug

Die Erfahrung hat gezeigt, dass sich die Krigingvarianz als ziemlich unsensibler
Parameter fur die Beurteilung der Qualitat einer Kriginganordnung erweist
(ARMSTRONG, 1998). Die Gleichungen (4.30) und (4.31) sind hierfur nutzlicher.

Gleichung (4.30) zeigt, falls das Gewicht des Mittelwertes in SK ASMK gering ist,

hangt die Schatzung hauptsachlich von den lokalen Werten Z(x;) ab, d. h. von den
Daten der Kriginganordnung und nicht vom geschatzten Mittelwert. Der Grad der

erforderlichen Stationaritat ist daher geringer. Gl. (4.31) zeigt, falls A;”;,K gering ist, ist
die Varianz von OK nahe zur Varianz von SK, d. h. geringe Genauigkeit wird verloren
durch Schatzung des Mittelwertes. RIVOIRARD (1987) hat gezeigt, dass je weniger
Information aus der Krigingnachbarschaft erhaltlich ist, desto wichtiger ist der Mittel-
wert. Dieser Parameter zeigt daher an, wie verstreut die Daten in Bezug auf das
Variogrammmodell sind und bis zu welchem Ausmal} sich die Hypothese der
Stationaritat stutzt.
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5 AUSWERTUNG UND ERGEBNISSE

5.1 Datengrundlage

5.1.1 Immobiliendatenbank immo netZT

Die Immobiliendatenbank ,immo netZT* ist ein Service der Firma ZT-Datenforum
registrierte Genossenschaft mit beschrankter Haftung in Graz, die von den Genos-
senschaftsmitgliedern gesammelten und erhobenen Daten Uber Grund und Boden
via Internet zuganglich zu machen (Abb. 5.1).

E da'enforul I l Angebote fur Ziviltechniker Archiv SV immao netZT Ausschreibungsservice Anmeldung immo netZT

Startseite

Unternehmen

call netZT

data netZT

immo netZT

Ausschreibungsservice WAS OSTERRElCH
IT-Consulting WIRKLch WERT lsT,
Referenzen STEHT IM:

Kontakt

Abb. 5.1: Internetportal des ZT-Datenforum (http://www.zt.co.at) [30.04.2011]

In der Datenbank sind zur Zeit tGber 170.000 Vergleichswerte fur die Steiermark und
Karnten verflugbar. Insgesamt sind aus 1593 Katastralgemeinden in der Steiermark
und 746 Katastralgemeinden in Karnten Datensatze enthalten, die jeweils die Tage-
buchzahl, das Verkaufsdatum, den Verkaufer, die Katastralgemeinde, die Grund-
sticksnummer, die Nutzung, den Gesamtpreis, den Preis pro m?, geografische Ko-
ordinaten, Gaul}-Krlger Koordinaten und andere relevante Informationen (z. B.
Dienstbarkeiten, Zubehoér) umfassen. Durch die Erfassung der Koordinaten kann
.immo netZT* auch als Geodatenbank bezeichnet werden.

Uber die Webplattform des ZT-Datenforum (Abb. 5.2) kénnen nach Registrierung die
Datensatze abgefragt und mithilfe von Karten uUbersichtlich prasentiert werden. Die
Datenbank ,immo netZT* beinhaltet die Kaufpreise fur Bauland, Landwirtschaft und
Wald in der Steiermark seit 1995. Fur die vorliegende Masterthesis standen die
Daten aus dem Gerichtsbezirk Schladming zur Verfugung, die von der Firma ZT-
Datenforum registrierte Genossenschaft mbH zur Verfugung gestellt wurden.
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Abb. 5.2: Webplattform des ZT-Datenforum (http://www.map4you.at) [30.04.2011]

5.1.2 Digitale Katastralmappe

Die digitale Katastralmappe (DKM) enthalt den grafischen Datenbestand des
Grundsteuer- und Grenzkatasters, kurz Kataster, im Koordinatensystem der
Osterreichischen Landesvermessung in digitaler Form und ist mit den Daten der
Grundstucksdatenbank (GDB) und Koordinatenbank (KDB) konsistent. Sie liegt seit
2005 flachendeckend fiir ganz Osterreich vor und ersetzt damit die analoge
Katastralmappe. Die DKM dokumentiert in Verbindung mit dem Grundbuch Eigen-
tumsverhaltnisse an Grund und Boden und beinhaltet Grundstiicksgrenzen, Grund-
stiicksnummern, Nutzungsarten, Grenzpunkte und amtliche Vermessungspunkte.
Sie wird vom Bundesamt fir Eich—- und Vermessungswesen (BEV) geflhrt und
laufend aktualisiert. Die DKM kann als DXF-Datei fir CAD-Systeme oder als Shape-
Datei fur GIS bezogen werden. Fur die gegenstandlichen Untersuchungen wurden
die sog. Stichtagsdaten in Form der Shape-Dateien verwendet, die als kosten-
gunstigstes Produkt Uber das BEV bezogen werden konnen.
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5.2 Datenaufbereitung

Die Daten der Grundstuckspreise wurden als MS®-Excel Datei zur Verfugung ge-
stellt und beinhalten fUr Bauland 296 Datensatze mit Grundstuckspreisen im Ge-
richtsbezirk (GB) Schladming und 465 Datensatze im ehemaligen Gerichtsbezirk
Grobming fur den Zeitraum von 1995 bis 2009. Mit 1.7.2002 wurde der GB Grobming
aufgeldst und dem GB Schladming zugeordnet, in der Arbeit wird aber weiterhin die
Unterteilung aufgrund der unterschiedlichen Charakteristika beibehalten. Der alte GB
Schladming ist touristisch weit mehr erschlossen und besonders in Tourismus-
gebieten steht oft nur mehr wenig Bauland zur Verfugung. Die Grundsticke werden
hinsichtlich lhrer Lage und Beschaffenheit unterschiedlicher, woraus mehr Preis-
streuung resultiert (POCHINGER, 2009). Die Unterteilung in die alten GB Schladming
und Grobming erscheint daher sinnvoll.

5.2.1 Explorative Datenanalyse

5.2.1.1 Fehlerbereinigung und Valorisierung

Der Grundstlckspreis pro Quadratmeter, welcher dem Grundstick zugeordnet ist, ist
Ausgangsbasis fur die spateren Interpolationsmodelle. Als erster Schritt wurden auf-

fallende und grobe Datenfehler allein anhand der grdéfiten, vollig unplausiblen
Extremwerte eliminiert oder korrigiert (vgl., Tab. 5.1).

Preis prom2} g Schladming GB Grobming
Grofte Werte 1 90000,00 35000,00
2 29069,13 588,44

3 25000,00 338,55

4 18168,21 122,58

5 965,38 112,68

Kleinste Werte 1 2,75 1,00
2 3,60 3,50

3 7,00 3,56

4 7,00 3,96

5 7,27 4,00

Tab. 5.1: Extremwerte fir den Grundstlickspreis
pro m? aus den Originaldaten
Der Grund fur die aulergewohnlich hohen Werte liegt einerseits in einer fehlerhaften
Angabe der GrundstlcksgroRe wodurch der Grundstuckspreis pro Quadratmeter
falsch berechnet wird und anderseits in der Tatsache, dass auch der Verkauf von
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Liegenschaftsanteilen und der Verkauf von Grundstlicken inklusive Nutzungsrechten
oder Inventar erfasst ist. Des weiteren sind manchmal Kompensationsgeschafte im
Kaufpreis enthalten. Die niedrigen Kaufpreise kommen durch eine falsche Zuordnung
der Nutzung zustande, indem Bauland anstatt landwirtschaftlicher Flache vergeben
wurde. Datensatze mit unter finf Euro pro Quadratmeter werden geldscht, weil diese
nach Expertenwissen nicht der Realitat entsprechen (POCHINGER, 2009). Aus diesen
Grinden mussten zehn Datensatze eliminiert und sieben korrigiert werden.

Da sich die Verkaufspreise auf einen Zeitraum von 15 Jahren beziehen, missen alle
Grundstickspreise auf eine vergleichbare Basis gestellt werden. Die Basis des
Vergleichs bildet der Geldwert mit Stand 2009. Die in der Vergangenheit entrichteten
Kaufpreise lassen sich grundsatzlich mittels Valorisierung

K, =K, (1 + %)n (5.1)

Ko ... Preis im Verkaufsjahr

K, ... Preis im Vergleichsjahr (2009)

p ... jahrliche Preisanderung in Prozent
n ... Anzahl der Jahre

umrechnen. Die jahrliche Preisanderung der Grundstickspreise im Bauland fur den
jetzigen GB Schladming (inkl. ehemaligen GB Grobming) wurde im Rahmen der
Masterthesis von POCHINGER (2009) mit 2.5% ermittelt. Die statistischen MalRRzahlen
und das Histogramm der Fehler bereinigten und valorisierten Grundstlckspreise pro
Quadratmeter fur den Gerichtsbezirk zeigen die Tab. 5.2 und Abb. 5.3.

Pv_m2 GB Schladming | GB Schladming
Mittelwert 76,78 48,24
Median 69,58 46,52
Varianz 2546,11 549,67
Standardabweichung 50,46 23,45
Minimum 7.92 5,52
Maximum 313,40 238,10
Spannweite 305,48 232,58
Interquartilbereich

51,10 31,60
Schiefe

1,411 1,499
Kurtosis

3,073 9,182

Tab. 5.2: Statistische MalRzahlen der valorisierten
Grundstlickspreise pro m2
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Abb. 5.3: Histogramm der valorisierten Grundstlickspreise pro m2
im GB Schladming (links) und Grébming (rechts)
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Die Daten liegen auf Ebene der Katastralgemeinde (KG) vor. Da in manchen Katas-
tralgemeinden die Anzahl der Datenwerte gering ist (KG Ennsling, Weil3enbach, und
Untertal im GB Schladming und KG Diemlern, Lengdorf und Sonnberg in GB
Grobming) werden diese auf Ebene der politischen Gemeinde zusammengefasst.
Aber auch fur die groReren Katastralgemeinden spricht nichts gegen das Zusam-
menfassen, da einerseits die Mikrostruktur eines Ortes (Verkehrssystem, Siedlungs-
struktur) einheitlich fur die gesamte Gemeinde zu betrachten ist und anderseits weist
die deskriptive Statistik der groReren zu einer Gemeinde gehdrenden Katastralge-
meinden (KG Rohrmoos und KG Untertal sowie KG Ramsau und KG Leiten) ohnehin
ahnliche Werte auf.

Die statistischen Maldzahlen und Histogramme fur jede Katastralgemeinde sind im
Anhang 2, fur jede politische Gemeinde in Anhang 3 und fur die zwei Gerichtsbezirke
in Anhang 4 angefugt. Obwohl diese Daten bereits von POCHINGER (2009) im Rah-
men seiner Masterthesis untersucht und fehlerbereinigt wurden, zeigt dies wiederholt
die Wichtigkeit einer vorhergehenden Datenanalyse.

5.2.1.2 Ausreil3eranalyse

Der Begriff Ausrei3er bezeichnet im gegenstandlichen Fall Kaufpreise, die fur einen
Preisvergleich oder eine wissenschaftliche Analyse nicht geeignet sind. Kaufpreise,
die nicht im Ublichen, gewohnlichen Geschaftsverkehr zustande gekommen sind,
konnen u. a. folgendermal3en auftreten (POCHINGER , 2009):

- Grundstuckspreise, die von der offentlichen Hand aus siedlungspolitischen Grun-
den zu Vorzugspreisen abgegeben werden,
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- Preise aus einem Zwangsversteigerungsverfahren, wenn nur der Ausrufungspreis
(Halfte des Schatzwertes) erzielt werden konnte,

- Liebhaberpreise oder Preise, die Spekulationen zuzuordnen sind,

- Preise unter Ausschluss anderer Bewerber, z. B. Arrondierungsverkaufe,

- Preise aufgrund Uberhdéhter Angebote zur beschleunigten Abwicklung eines
Kaufes (z. B. im Interesse eines Mobilfunkbetreibers),

- Gefalligkeitspreise unter Verwandten oder Freunden.

Die Detektion von Ausreifern kann visuell einfach und rasch mithilfe eines Box-Plots
(Gl. 3.19) erfolgen (Abb. 5.4).
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Abb. 5.4: Box-Plot der valorisierten Grundstuickspreise pro m2
im GB Schladming (links) und Grébming (rechts)

Auf Ebene der Katastralgemeinde werden fir den GB Schladming drei Preiswerte
(zwei in der KG Leiten, einer in der KG Haus), auf Gemeindeebene keiner und auf
Gerichtsbezirksebene vier (zwei in der KG Leiten, einer in der KG Ramsau einer in
der KG Klaus) als Ausreil3er detektiert (vgl. Anhang 5). Im GB Grébming werden auf
Ebene der Katastralgemeinde vier Ausreiller (je einer in den KG Lengdorf,
Michaelerberg, Oblarn, Grébming), auf Gemeindeebene keiner und auf
Gerichtsbezirksebene einer (KG Grobming) ermittelt.

Die Verwendung des 4-Sigma-Bereichs (Gl. 3.18) zeigt auf Katastralgemeindeebene
die zwei Werte in der KG Leiten und den jeweils einen Wert in den KG Grébming,
Michaelerberg und Oblarn, auf Gemeindeebene dieselben Werte in Grobming,
Michaelerberg und Oblarn und auf Gerichtsbezirksebene vier Preiswerte (zwei Werte
in der KG Leiten, ein Wert in der KG Ramsau und ein Wert in der KG Grobming) an.
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Der Walsh-Test nach den GI. (3.20) bis (3.22) hingegen detektiert auf Gerichts-
bezirksebene flr Schladming keinen Preiswert als Ausreilder, fir Grébming jeweils

einen in der KG Grobming und in der KG Michaelerberg (Abb. 5.5).

AUSREISSERTEST nach WALSH
GB Schladming

Datensatze: 290
Mittelwert: 76.78
Standardabweichung: 50.46

AUSREISSERTEST nach WALSH

GB Grébming
Datensatze: 460
Mittelwert: 48.24

Standardabweichung: 23.44

1 kleinster Ausreil3er falls <0 :  8.45
1 groRter AusreiRer falls >0 : -84.63

2 kleinste Ausreilder falls <0 : 3.97
2 groRte AusreilRer falls >0 :  8.30

Abb. 5.5: Walsh-Test fiir valorisierte Grundstlickspreise pro m2 auf Gerichtsbezirksebene

Auf Ebene der Gemeinde allerdings detektiert auch der Walsh-Test zwei Preiswerte
in der KG Leiten und einen in der KG Ramsau als Ausreil3er.

Damit ergeben die einfachen Methoden Box-Plot und 4-Sigma-Bereich die Meinung
der Immobilienexperten wieder, die Grundstuckspreise Uber 250 € pro Quadratmeter
als nicht reprasentativ sehen (POCHINGER, 2009). Unter Berucksichtigung dieses
Expertenwissens wurden daher diese Preiswerte eliminiert, sodass letztendlich 287
Datenwerte im GB Schladming fur die nachfolgenden Interpolationen verbleiben. Im
GB Groébming ist das Preisniveau niedriger, da hier starke Tourismusgemeinden wie
im GB Schladming fehlen. Die drei Ausreil3er werden jedoch ebenfalls eliminiert, da
Nachforschungen ergeben haben, dass diese Preise tatsachlich nicht reprasentativ
sind. Der hohe Preiswert in der KG Grobming inkludiert ein Gebaude, jener in der KG
Michaelerberg war eine familieninterne Transaktion und jener in der KG Oblarn eine
Einbringung des Grundbesitzers in seine private Stiftung. Somit verbleiben 457
Datensatze fur den GB Grobming. Die weiteren Untersuchungen auf Ebene der
Katastralgemeinde werden aus den bereits angefuhrten Grinden nicht weiter aus-
gefuhrt, sondern nur mehr auf Gemeinde- und Gerichtsbezirksebene.

5.2.1.3 Test auf Normalverteilung

Eine erste grafische Uberpriifung erfolgt anhand des QQ-Diagramms. Im QQ-
Diagramm werden nicht die theoretischen Quantile aufgetragen, sondern die Quan-
tile (,erwarteter Wert von ...“) derjenigen Verteilung, die aus der Standard-Verteilung

(fur die Zufallsvariable Z) durch Transformation mit alternativen Schatzern fur u und

o (z. B. empirischer Mittelwert, empirische Standardabweichung) erhalten werden.
FiUr die Anpassung an das Modell einer Normalverteilung kénnen als Approximation
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fir die Wahrscheinlichkeitswerte p; zu den nach der Grof3e geordneten Beobach-
tungen Xy (=1, ..., n) folgende Moglichkeiten, die aus unterschiedlichen theore-
tischen Uberlegungen resultieren, verwendet werden:

Methode iy 0i)

Blom (Voreinstellung): (i—3/8)/(n+1/4)

Tukey: (i—1/3)/(n+1/3)

Rankit: (i—-1/2)/n (5.2)
van der Waerden: i/(n+1)

Im PP-Diagramm (Probability-Plot) werden anstatt der Quantilfunktionen die Vertei-
lungsfunktionen direkt verwendet, wobei Abweichungen im Wesentlichen in der Mitte
des PP-Plotes feststellbar sind. Die QQ-Diagramme fur die einzelnen Gemeinden
bzw. die gesamten Gerichtsbezirke sind in Anhang 6 und die PP-Diagramme in
Anhang 7 enthalten. Die Preiswerte des GB Grobming weisen eine bessere An-
naherung an die Normalverteilung infolge der geringeren Streuung auf. Fur den
ganzen GB Grobming zeigt das PP-Diagramm sogar eine gute Annaherung an eine
Normalverteilung an, wahrend fur den GB Schladming doch erkennbare Ab-
weichungen auftreten.

Als weiteres Mall kann das Verhaltnis zwischen Spannweite und Standardab-
weichung nach Gl. (3.15) untersucht werden. Mit den Werten aus der Tabelle der kri-
tischen Quotienten B/s nach PEARSON & STEPHENS (1964) aus Anhang 1 ist die Pruf-
grolde B/s fur ein Signifikanzniveau von 0.05 und 0.10 fur die Gemeinden der beiden
Gerichtsbezirke in den Tab. 5.3 und 5.4 angegeben.

u.Q. 0.Q.
Gemeinde N B S B/s 0.05/0.10 0.10/0.05
Aich 34 70,90 21,63 3,278 3.56/3.68 4.81/5.01
Gossenberg 10 13,45 5,04 2,681 2.67/2.76 3.57/3.68
Haus 58 143,27 27,07 5,293 3.94/4.06 5.27/5.48
Oberhaus 9 89,53 26,91 3,327 2.59/2.68 3.45/3.55
Pichl 16 73,34 22,49 3,261 3.01/3.12 4.09/4.24
Preunegg 3 90,02 50,62 1,778 1.758/1.782 1.997/1.999
Ramsau 68 181,86 50,35 3,612 4.04/4.17 5.39/5.61
Rohrmoos 35 184,31 48,91 3,768 3.58/3.70 4.84/5.04
Schladming 54 231,87 54,77 4,233 3.89/4.01 5.20/5.41
GERICHTSBEZIRK 287 238,94 45,49 5,253 4.95/5.07 6.32/6.55

Tab. 5.3: Statistik der PrifgréRe B/s fir die Gemeinden im GB Schladming
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u.Q. 0.Q.

Gemeinde N B s B/s 0.05/0.10 0.10/0.05
Grobming 173 110,45 20,28 5,446 4.68/4.81 6.05/6.27
GroRsdlk 25 58,40 13,10 4,458 3.34/3.45 4.53/4.71
Kleinslk 15 56,21 15,91 3,533 2.97/3.07 4.02/4.17
Michaelerberg 31 50,91 14,69 3,466 3.49/3.61 4.73/4.92
Mitterberg 92 102,56 20,43 5,020 4.25/4.38 5.62/5.84
Oblarn 40 59,81 14,08 4.249 3.67/3.79 4.96/5.16
Pruggern 28 42,85 12,16 3,524 3.41/3.52 4.63/4.81
St. Martin 38 90,45 15,34 5,896 3.63/3.75 4.91/5.11
St. Nikolai 15 18,52 4,79 3,866 2.97/3.07 4.02/4.17
GERICHTSBEZIRK 457 110,45 21,00 5,260 5.28/5.40 6.64/6.86

Tab. 5.4: Statistik der PrifgroRRe B/s fur die Gemeinden im GB Grobming

Die in den Tabellen 5.3 und 5.4 blau gekennzeichneten Werte erflillen die Annahme
einer Normalverteilung nach der Prifmethode von PEARSON & STEPHENS.
Interessanterweise wird die Annahme der Normalverteilung fir den GB Grdébming
knapp abgelehnt, obwohl fur funf von sieben Gemeinden diese bestatigt wird.
Umgekehrt wird fir den GB Schladming diese bestatigt, obwohl die Prufgroen der
einzelnen Katastralgemeinden nicht so gut passen wie im GB Grobming und das PP-
Diagramm ebenfalls schlechter passt.

Die Ergebnisse des statistischen Tests von Kolmogorov-Smirnov (vgl. Anhang 8) er-
geben eine Ablehnung der Hypothese auf Normalverteilung fir den GB Schladming
und keine Ablehnung fur den GB Grébming. Fir den GB Schladming kann auch nach
einer Box-Cox Transformation (Gl. 3.17) keine Verbesserung der Signifikanzwerte
zur Annahme einer Normalverteilung erreicht werden. Durch weitere Unter-
suchungen dieser Daten konnten bimodale, multimodale und andere Verteilungsfor-
men nicht feststellt werden. Unter Berlcksichtigung, dass nur fur drei Gemeinden im
GB Schladming die Hypothese der Normalverteilung abgelehnt wird, wird fur die
weiteren geostatistischen Untersuchungen von annahender Normalverteilung ausge-
gangen.

5.2.1.4 Test auf Autokorrelation
Da die bereitgestellten tabellarischen Daten bereits die Information der Ortlichkeit

beinhalten — das Grundstick wird durch einen koordinativ angegebenen Punkt
reprasentiert — wird in einem ersten Schritt die Autokorrelation mithilfe des
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Programms crimestat®, einem Programm fiir die rdumliche Analyse der Ortlichkeiten
von Kriminalvorfallen, bestimmt. Mit diesem kann der MORAN’s |-Index und der
GEARY’s C-Index berechnet werden. Beide Indizes zeigen leichte positive
Autokorrelation (Tab. 5.5), die detaillierten Ergebnisse fir jede Katastralgemeinde
und sind in Anhang 9 dargestellt. Mit Verwendung der Distanzkorrektur wird keine
Autokorrelation angezeigt, allerdings ist diese auf die Entfernung von einer Meile,
eine typische Distanz flr Kriminalereignisse, vorgegeben. Des weiteren kdnnen die
Daten einem Trend unterliegen, der zuvor eliminiert werden muss. Dies wird im
nachsten Kapitel mithilfe der Variographie untersucht.

Moran’s | Geary's C Nearest
Gemeinde n Moran’s | | Geary's C Neighbour
Distanzkorrektur | Distanzkorrektur Index
GB Schladming 287 0.22 0.74 -0.01 1.02 0.39
GB Grobming 457 0.20 0.75 0.07 0.95 0.24

Tab. 5.5: Moran’s Index, Geary’s C-Index und NN-Index fiir die Gerichtsbezirke

Mit Crimestat® kann auch die Punktverteilung mit der Methode NNA untersucht
werden. Falls die empirische Nearest-Neighbour Distanz (NN-Distanz) in etwa gleich
der theoretischen (zufalligen) NN-Distanz ist, ergeben sich fur den NN/ -Werte um 1.
Werte von NN/ kleiner 1 indizieren eine zunehmende gruppierte Verteilung
(clustered pattern), Werte von NNI groRer als 1 eine zunehmende Tendenz zu
gleichmaliger Verteilung (regular pattern). Im Gerichtsbezirk Schladming weist von
den neun Gemeinden nur Oberhaus eine zufallige Verteilung (random pattern) auf,
im Gerichtsbezirk Grébming zeigen die zwei Gemeinden Pruggern und Oblarn eine
zufallige und Kleinsdlk eine gleichmallige Verteilung am. Die restlichen Gemeinden
mit Ausnahme von Preunegg zeigen eine gruppierte Verteilung, die einzelnen
Ergebnisse sind in Anhang 9 angefuhrt. Die Gemeinde Preunegg muss wegen der
sehr geringen Anzahl von Grundstiuckspreisen aus den Betrachtungen ausge-
schlossen werden, weil mit drei Verkaufspreisen keine signifikanten Berechnungen
bzw. Aussagen maoglich sind. Die Betrachtung der ganzen Gerichtsbezirke ergibt auf-
grund des groRen Untersuchungsgebietes erwartungsgemal} eine gruppierte Vertei-
lung (Tab. 5.5). Die Ortschaften liegen Uberwiegend im von Westen nach Osten
ausgerichteten Ennstal, zwischen diesen liegen groRe landwirtschaftliche Flachen.

5.2.1.5 Ubernahme der Daten in ArcGIS

Obwohl in den tabellarischen Daten der Grundstlckspreise geografische Koordina-
ten bzw. Gaul-Kruger Koordinaten im Landesvermessungssystem enthalten, wurden
diese unabhangig von dieser Information mit den Grundstuckspolygonen des Katas-
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ters verbunden. Die Verbindung konnte durch Zusammenfassen der in beiden Daten-
satzen enthaltenen Katastralgemeindenummer (KGNR) und Grundsticksnummer
(GNR) zu einer eindeutigen KGNR_GNR bewerkstelligt werden. Der Grund fur
diesen Schritt ist die Méglichkeit der Uberpriifung der Datensatze zufolge fehlerhafter
Eingaben, die durch die bisherigen Untersuchungen (Ausrei3eranalyse) nicht be-
werkstelligt werden konnten, wie fehlerhafte Angaben der Grundstiicksnummer oder
Koordinaten.

Die Verbindung (join) der 744 tabellarischen Datensatze ergab tatsachlich eine
geringere Anzahl von 663 Datensatzen in ArcGIS. Den Hauptgrund fur diese
Abweichung bilden 41 Grundstlicke, die im gegebenen Zeitraum von 1995 bis 2009
zweimal verkauft wurden. Die Bereinigung erfolgte durch Elimination des alteren
Datensatzes. Die verbleibenden Datensatze enthielten fehlerhafte Grundstlicksnum-
mern (Ziffernstlrze, fehlende oder falsche Unterteilungsnummern) und idente
Datensatze. Diese wurden korrigiert bzw. idente eliminiert, sodass fir die Unter-
suchungen in ArcGIS 696 Datensatze mit Verkaufspreisen zur Verfligung stehen.

Da im Gegensatz zu den deterministischen Interpolationsmethoden Kriging aus-
schliel3lich mit Punktthemen (point features) als Input arbeitet, musste das durch die
Verbindung erhaltene Polygonthema (polygon feature) auf ein Punktthema rick-
gefuhrt werden. Mit dem Werkzeug ‘Feature to Point' und der Option ‘inside‘ wird ein
neues Punktthema erzeugt, bei welchem alle Attribute der Tabelle Gbernommen und
einem Punkt innerhalb des entsprechenden Polygons zugeordnet werden.

5.2.2 Variographie

Bis jetzt wurden die Daten anhand des Verkaufspreises mit Ausnahme der Unter-
suchungen in Crimestat® eindimensional untersucht. Mithilfe der Variographie
werden die Daten einer zweidimensionalen Betrachtung unterzogen. Wenn die
Ergebnisse der Variographie flr eine ortsabhangige Variable raumlichen
Zusammenhang zeigen, kann fur die Verkaufspreise eine Oberflache mittels Kriging
erstellt und damit Schatzwerte flir Bereiche ohne Stutzstellen berechnet werden.
Weiters besteht die Mdglichkeit, raumliche Strukturen visuell leichter zu erfassen. Die
Regionalisierung birgt jedoch auch die Gefahr einer Fehlinterpolation infolge geringer
raumlicher Zusammenhange und/oder unzureichender Datendichte. Deshalb wird
zuvor die Eignung flr eine Regionalisierung gepruift, welche von mehreren Faktoren
die untereinander in Zusammenhang stehen abhangt. Diese Faktoren sind die
Anzahl der Datenpunkte (Stltzstellen) und deren Verteilung im Raum sowie die
raumliche Kontinuitat der betrachteten Variable. Die raumliche Kontinuitat lasst sich
mit der Reichweite (range) und dem Nugget-Anteil am Schwellwert des Vario-
grammes der untersuchten Variable beschreiben.
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5.2.2.1 Raumliche Statistik

Mithilfe des Werkzeuges ,raumliche Statistik' wurde in ArcGIS nochmals Auswer-
tungen der endgultig fehlerbereinigten Daten durchgefuhrt. Ein Vergleich der deskrip-
tiven Statistik zeigt erwartungsgemald eine Verbesserung (Anhang 10, 11), beim
Normalverteilungstest erhoht sich leicht die Signifikanz fur den Shapiro-Wilk Test auf
Gemeindeebene, auf Gerichtsbezirksebene wird weiterhin keine Signifikanz ange-
zeigt (Anhang 12). Abbildung 5.6 zeigt das Untersuchungsgebiet fur die Gerichts-
bezirke Schladming und Grobming.
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Abb. 5.6: Untersuchungsgebiet und Datenwerte der Grundstiickspreise
links GB Schladming, rechts GB Grébming

Der Test auf raumliche Autokorrelation mittels des Moran’s I-Index in ArcGIS zeigt
einen erhohten Wert fur positive Autokorrelation. Weiters wird das Verteilungsmuster
fir die Gemeinden des GB Schladming Aich, Oberhaus, Schladming und die
Gemeinden des GB Grobming GroRRsolk*, Kleinsolk*, Pruggern®, St. Martin mit einem
Signifikanzniveau von 10% als zufallig ausgewiesen (siehe Anhang 13 und 14). Zu
beachten ist allerdings, dass die mit () gekennzeichneten Gemeinden einen
Stichprobenumfang von weniger als 30 aufweisen. Dies gilt allgemein als zu klein,
um Reprasentativitat zu erreichen (BAHRENBERG et al., 1999).

5.2.2.2 Test auf Drift

Das Wissen um das Vorhandensein einer raumlichen Drift bzw. eines raumlichen
Trends flr das zu untersuchende Phanomen, d. h. dass richtungsabhangige Unter-
schiede in der Merkmalsauspragung der untersuchenden Variable auftreten ist fur
geostatistische Analysen essenziell. Bei einer klaren raumlichen Drift der Daten ist
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die Bedingung der Stationaritat verletzt, weshalb die Kriging Verfahren einen
trendbereinigten Datensatz bendtigen.

Die Untersuchungen wurden in ArcGIS mit dem Werkzeug Trendanalyse, einer drei-
dimensionalen Darstellung der Daten durchgefiihrt. Der Vorteil dieser Methode liegt
darin, sofort den (globalen) Trendverlauf — linear, quadratisch — visuell zu erkennen
und damit fir das nachfolgende Kriging gezielt zu bertcksichtigen. Die grafischen
Ergebnisse der Trendanalyse sind in Anhang 15 und 16 zusammengefasst. Als
einzige Gemeinde ist Grobming nicht Trend behaftet (vgl. Tab. 5.6).

Trend GB Schladming
Ost-West Nord-Stid
quadratisch quadratisch
AICH von Mitte fallend von Mitte fallend
quadratisch quadratisch
GOSSENBERG nach Ost fallend von Mitte fallend
quadratisch linear
HAus von Mitte fallend nach Sud steigend
linear quadratisch
OBERHAUS nach Ost steigend nach Siid steigend
linear linear
PicHL nach Ost steigend nach Sud fallend
PREUNEGG zu wenig Daten zu wenig Daten
quadratisch quadratisch
RAMSAU nach Ost fallend von Mitte fallend
linear quadratisch
ROHRMOOS nach Ost steigend von Mitte steigend
gering linear gering linear
SCHLADMING nach Ost steigend nach Sid fallend
Trend GB Grébming
Ost-West Nord-Stid
GROBMING nicht vorhanden nicht vorhanden
quadratisch quadratisch
GRORSOLK von Mitte steigend von Mitte steigend
quadratisch quadratisch
KLEINSOLK nach Ost steigend nach Sid fallend
quadratisch quadratisch
MICHAELERBERG von Mitte steigend von Mitte fallend
linear linear
MITTERBERG nach Ost fallend nach Siid steigend
. linear linear
OBLARN nach Ost fallend nach Siid steigend
quadratisch linear
PRUGGERN nach Ost fallend nach Siid steigend
quadratisch quadratisch
ST. MARTIN nach Ost steigend von Mitte steigend
gering linear gering linear
ST. NIKOLAI nach Ost steigend nach Sud fallend

Tab. 5.6: Ergebnis der Trendanalyse
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Abbildung 5.7 zeigt die drei-dimensionale Darstellung der Trendanalyse fir den
gesamten Datensatz. Demnach liegt ein linear fallender Trend von West nach Ost
und ein quadratisch fallender von der Mitte in Nord-Sid Richtung vor. Dies lasst sich
mit den touristischen Gemeinden im Westen und den im Norden und Suden vom
Ennstal weniger besiedelten Regionen erklaren.

Abb. 5.7: Trendanalyse des gesamten Datensatzes

Mit der Methode der Voronoi-Diagramme, welche die Verteilung der Werte in den
Vordergrund stellen, kdnnen ebenfalls Trends visualisiert werden. Beispielhaft ist in
Abb. 5.7 das Voronoi-Diagramm fur die Gemeinde Mitterberg angegeben, aus
welchem ein fallender Trend nach Osten erkennbar ist.

Anstatt der Datenwerte kdnnen auch andere Parameter fur verschiedene Zwecke
verwendet werden, wie z. B. der Mittelwert der die lokale Glattung anzeigt oder die
Standardabweichung, welche die lokale Variation anzeigt. Der Datenwert selbst gibt
den lokalen Einflussbereich wieder.

5,35:40,182
40,182 : 54,573

Abb. 5.8: Voronoi-Diagramm der Gemeinde Mitterberg
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5.2.2.3 Variogrammanalyse

5.2.2.3.1 Toleranzkriterien

Bei der empirischen Variographie werden Differenzen von Wertepaaren Z(x) und
Z(x+h) mit dem Abstand h gebildet (vgl. Kap. 3.2.3.2). Kénnen bei einer gewahlten
Schrittweite h keine Wertepaare gebildet werden, weil im Untersuchungsgebiet keine
zwei Datenpunkte den vorgegebenen Abstand aufweisen, oder kénnen nur wenige
Wertepaare gebildet werden, deren geringe Anzahl die Berechnung des empirischen
Variogramms nicht ermdglicht, mussen Toleranzkriterien eingefuhrt und verwendet
werden. Insbesondere bei gruppierten Verteilungen, wie im vorliegenden Fall, ist die
Verwendung von Toleranzen erforderlich. Dazu konnen eine Schrittweitentoleranz Ah
und eine Winkeltoleranz A¢ angegeben werden, die die Verwendung auch aul3erhalb
der Schrittweite bzw. der vorgegebenen Suchrichtung liegender Punkte erlauben.
Zusatzlich kann in ArcGIS eine Bandbreite b angegeben werden, die bei groeren
Schrittweiten zu einer Beschrankung der Datenpunkte auf die in unmittelbarer Nahe
zur Suchrichtung ¢ gelegenen Punkte fuhrt. Dadurch kann bei groRen Schrittweiten
und Winkeltoleranzen ein allzu groRes Anwachsen der Toleranzbereiche verhindert
werden. Mit der Verwendung von Toleranzen kann dem Problem einer zu geringen
Datenmenge entgegengewirkt werden, wenn diese so gewahlt werden, dass sie sich
bei benachbarten Paarbildungen Uberlappen (z. B. Ah > J%2 h). Damit gehen die
Datenpunkte bei der empirischen Variographie mehrmals in die Berechnung

verschiedener y(h) ein. Eng verbunden mit der Einfiihrung von Toleranzen ist
auch die Frage nach einer Mindestanzahl der Wertepaare [Z(x;), Z(xi+h)] bei

einer bestimmten Schrittweite, bis zu der die Berechnung der jeweiligen y(h)
noch sinnvoll erscheint. Als Faustregel wird in der Literatur eine Anzahl von mehr als
50 Wertepaaren fur die Berechnung des empirischen Variogramms angegeben
(CHILES & DELFINER, 1999, Seite 38 oder BURROUGH & MCDONELL, 1998, Seite 137),
um zuverlassige Variogrammwerte zu erhalten.

Zu klein gewahlte Toleranzbereiche fuhren zu einem starker ausgepragten
erratischen Verhalten des empirischen Variogramms, wodurch die Auswahl und An-
passung der Variogrammfunktion erschwert werden kann. Im Gegensatz dazu fuhren
zu grof® gewahlte Toleranzbereiche zu einer starkeren Glattung, wodurch zwar eine
einfachere Auswabhl einer theoretischen Variogrammfunktion moglich ist, dies jedoch
mit einem groReren Nugget-Effekt und einer grolieren Reichweite verbunden ist. Die
Festlegung optimaler Toleranzbereiche ist daher ein Kompromiss zwischen der
Maglichkeit der Aufdeckung von Mikrostrukturen und anisotroper Verhaltnisse (kleine
Toleranzen), verbunden mit einer geringen Vertrauenswurdigkeit dieser Erkenntnisse
(wenige Datenpunkte) und der Ermittlung eines strukturell verallgemeinerten
Variogramms. Letzteres wird zwar in Teilbereichen des Untersuchungsgebietes
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moglicherweise starke Abweichungen erzeugen, jedoch durch die Vielzahl von
Wertepaaren eine statistisch abgesicherte Basis darstellen und damit im
Durchschnitt aller Schatzwerte eine realistischere Prognose erlauben (GAu, 2010).

5.2.2.3.2 Variogrammmodell

Nach Ermittlung des empirischen Variogramms ist dieses durch ein theoretisches
Variogramm anzupassen. Die am haufigsten verwendeten Variogrammmodelle sind
das sphéarische, das exponentielle und das Gaufl’sche Modell (vgl. Kap. 3.2.3.3). Im
Regelfall wird ohne konkreten Bezug zur Datengrundlage dasjenige Variogramm-
modell ausgewahlt, welches das empirische Variogramm am besten approximiert.
Studien haben gezeigt, dass sie Auswahl der Variogrammfunktion nur einen gerin-
gen Einfluss auf die durch Kriging berechneten Schatzwerte ausitbt (GAu, 2010,
CHILES & DELFINER, 1999). Die Auswahl des konkreten Variogrammmodells ist
hiernach als zweitrangig einzustufen, es bendétigt einer groben falschen Angabe des
Variogrammmodells, um einen signifikanten Einfluss auf die Schatzungen mittels
Kriging zu erhalten. Ein wichtiger Faktor ist jedoch, das Verhalten nahe des
Ursprungs korrekt zu reprasentieren (vgl. Kap. 3.2.3.4.1), die spatere Steigung hat
wenig Einfluss auf die Kriginggewichte. Das Verhalten im Ursprung (Nugget-Effekt
und Steigung) haben einen sehr grol3en Einfluss auf die Kriging-Ergebnisse und
spielen eine entscheidende Rolle fur die Variogrammanpassung (ARMSTRONG, 1998).

Nach Auswahl eines theoretischen Variogrammmodells sind seine Parameter zu er-
mitteln, d. h. die Anpassung der theoretischen Variogrammfunktion an das empi-
rische Variogramm. Dies kann entweder auf subjektiver Basis in einem grafisch
interaktiven Prozess oder unter Verwendung verschiedener mathematischer Kriterien
erfolgen. Diesem Teil des Modellierungsprozesses wird Ubereinstimmend die grofite
Bedeutung zugemessen, weil hierdurch Schlussfolgerungen von den Eingangsdaten
auf unbekannte Werte erlaubt werden sollen. Hauptargument gegen eine subjektive
Anpassung ist die fehlende Objektivitat oder die fehlende Nachvollziehbarkeit der
gewahlten Lésung. Die Kritik an einer automatisierten Anpassung bezieht sich
darauf, dass diese unabhangig von einer kritisch zu prifenden Datenmenge und
hinreichend raumlicher Verteilung immer durchgeflhrt werden kann und je nach
Dichte und Zuverlassigkeit der Daten mehr oder weniger Sinn ergibt (GAu, 2010). Die
Variogrammapproximation ist daher als Zwiespalt zwischen einer visuell mdglichst
guten und sachlich plausiblen Anpassung einerseits, sowie der mathematisch
basierenden Anpassung andererseits zu betrachten. Das am haufigsten verwendete
Anpassungsverfahren stellt die Kleinste-Quadrate-Methode dar.
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5.2.2.3.3 Variogrammparameter

Der Einfluss der Variogrammparameter eines bestimmten Variogrammmodells lasst
sich bereits aus den Grundgleichungen des Kriging-Schatzverfahrens ableiten. Eine
groliere Reichweite flhrt zu einem kontinuierlicheren Modellergebnis, da weiter vom
Schatzpunkt entfernt liegende Datenwerte groRere Gewichte flr die Schatzung erhal-
ten und etwaige klein- und mittelrdumliche Variabilitdt durch Uberbetonung der groR-
raumlichen Variabilitat tendenziell Gberdeckt werden. Ein grofierer Schwellwert flhrt
demgegeniiber nicht zu einer Anderung des Modells. Hinsichtlich des Nugget-Anteils
ist davon auszugehen, dass steigende Werte zu einer Vergleichmafligung der
Variabilitat fiuhren, weil die Gewichte flr die Schatznachbarschaft ahnlicher werden.
Parameterstudien zeigen, dass die Auswahl der Variogrammparameter, d. h. die
Anpassung einer konkreten Variogrammfunktion, von untergeordneter Bedeutung ist.
Sicherzustellen ist lediglich, dass die Variogrammfunktion innerhalb der Schwan-
kungsbreite des empirischen Variogramms liegt. Fur ein gegebenes empirisches
Variogramm zwischen diesem und der theoretischen Variogrammfunktion besteht
keine Moglichkeit bessere Modelle durch eine genauere Anpassung zu erzeugen
(GAu, 2010). Aus Griunden der visuellen Erscheinung des spateren Kriging-Modells ist
die Wahl des Nugget-Wertes von grofdtem Interesse.

Fir die Berechnung des Variogramms ist es wichtig, zumindest vier Richtungen zu
verwenden (ARMSTRONG, 1998). Wenn das Variogramm nur in zwei senkrecht
aufeinander stehenden Richtungen berechnet wird, ist es mdglich, die Anisotropie
vollig zu Ubersehen. Das ware der Fall, wenn die Hauptachse 45° zur Richtung des
berechneten Variogramms steht.

5.2.2.3.4 Auswahl des Schatzverfahrens

Erfolgt die Schatzung der zu untersuchenden Variable durch Anwendung
geostatistischer Methoden, ist zunachst eine konkrete Kriging Methode auszuwahlen.
Hierbei kann auf eine Vielzahl verschiedener Verfahren zurtckgegriffen werden (vgl.,
Kap. 4.4). In der Uberwiegenden Mehrzahl der publizierten Anwendungen wird das
Ordinary Kriging und damit das ursprunglichste der geostatistischen Schatzverfahren
herangezogen. Von den ubrigen Verfahren weisen lediglich das Universal Kriging
und das Indikator-Kriging eine haufigere Anwendung auf. In mehreren auf den
qualitativen Vergleich verschiedener Kriging Methoden abzielenden Untersuchungen
konnte nachgewiesen werden, dass bereits Ordinary Kriging gute bis sehr gute
Schatzergebnisse liefert im Vergleich zu anderen z. T. weit komplexeren Verfahren.
Dieser Nachweis resultiert einerseits auf der theoretischen Eigenschaft des OK, bei
der Annahme einer bekannten Kovarianzstruktur und der Konstanz von Mittelwert
und Varianz im Untersuchungsgebiet das beste Schatzmodell zu liefern (BLUE), und
anderseits daraus, dass bei komplexeren Verfahren ein umfangreicher
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Anwendereinfluss erforderlich ist, der das Modellergebnis unsicherer werden lassen
kann.

Vor allem in Fallen, in denen starke Abweichungen von den theoretischen Voraus-
setzungen vorliegen, z. B. extrem schiefe Wertverteilungen kénnen andere Kriging
Methoden bessere Ergebnisse als OK liefern, haufig scheitern jedoch selbst nicht-
lineare Verfahren (GAu, 2010). Durch das Einbeziehen externer Informationen
kénnen mittels Co-Kriging die Ergebnisse des einfachen OK Ubertroffen werden,
aufgrund der Korrelation zu den primaren Daten (vgl. Kap. 4.4.6).

Im Allgemeinen kann der grundsatzlichen Empfehlung gefolgt werden, die
Ergebnisse zunachst mittels OK zu berechnen und erst dann zu prifen, ob die
Notwendigkeit besteht, komplexere Verfahren zu verwenden.

5.2.2.3.5 Suchbereich der Schatzung

Nach der Auswahl eines Schatzverfahrens ist durch den Anwender festzulegen,
innerhalb welchen Bereichs um den jeweiligen Datenpunkt der Stichprobe vor-
handene Messwerte fur die Schatzung herangezogen werden sollen. Aufierhalb
liegende Werte werden flr die Schatzung nicht verwendet. Die GréRe und Form des
Suchbereichs, die Mindest- und Maximalanzahl sowie eine Einteilung des
Suchbereichs in Sektoren sind in ArcGIS® frei wahlbar. Mit der Festlegung eines
Suchbereichs sollen nur diejenigen Messwerte fur die Schatzung herangezogen
werden, die auf gleichen oder mdglichst ahnlichen Ursachen basieren, wie sie auch
fur den Schatzwert angenommen werden. Dabei kann von der Grundannahme, dass
bei rdumlich naheliegenden Messpunkten eine groBere Ahnlichkeit zu verzeichnen
ist, ausgegangen werden. Andererseits ist der Suchbereich hinreichend grofl3 zu
wahlen, um eine ausreichende Anzahl von Messwerten flr die Schatzung zu
gewahrleisten und damit deren rechnerische Genauigkeit zu erhdhen. Zu kleine
Suchbereiche kénnen zu einer Uberbewertung der kleinrdumigen Variabilitat fihren,
zudem ist dies mit einem verstarkten Screeneffekt verbunden, der zur Ab-
schwachung der Gewichte fur unmittelbar hinter von in Nachbarschaft des Schatz-
wertes liegenden Punkten flhrt (WACKERNAGEL, 2003). Eine Interpolation die auf
Gewichten aus der inversen Distanz der Messwerte zum geschatzten Punkt beruhen
zeigt keinen Screeneffekt. Die Wahl des Suchbereiches ist daher ein Kompromiss
zwischen der angestrebten rechnerischen Genauigkeit des Schatzwertes und der
notwendigen Richtigkeit des Schatzvorganges (GAu, 2010).

Obwohl dem Suchbereich eine hohe Bedeutung flr das Kriging Ergebnis zuge-
schrieben wird, fehlen konkrete Grundsatze zur dessen Festlegung. Viele
Empfehlungen gehen dahin, den Suchbereich hinsichtlich seiner Gréke und Aus-
richtung der Anisotropieellipse anzupassen. GAU (2010) kommt in seinen Studien



Auswertung und Ergebnisse Seite 77

ebenfalls zu diesem Schluss und beurteilt die Zahl der Sektoren, die den
Suchbereich einteilen, als zweitrangig.

5.3 Raumliche Interpolation

Nachdem samtliche vorausgehenden notwendigen Untersuchungen durchgeflihrt
wurden, erfolgt die Berechnung der einzelnen deterministischen und stochastischen
Interpolationsmodelle und deren Gegenuberstellung im Rahmen der Validierung. Die
Interpolationen werden fir die gesamten Gerichtsbezirke als auch fir einzelne
Gemeinden berechnet.  Aufgrund allgemeiner Anhaltspunkte zum Stichprobenum-
fang (BAHRENBERG, et al. 1999)

- je starker die Werte der untersuchten Variable streuen, desto grof3er sollte der
Stichprobenumfang sein,

- Stichprobenumfange von weniger als 30 gelten allgemein als zu klein,

- fur die Reprasentativitat ist weniger der relative Anteil an der GroRe der Grund-
gesamtheit von Bedeutung, als vielmehr die absolute Grole der Stichprobe

und unter Berucksichtigung einer ausreichenden Anzahl von Wertepaaren fir die

Erstellung der empirischen Variogramme (10 Datenpunkte ergeben 45 Wertepaare,

15 Datenpunkte ergeben 105 Wertepaare), werden Gemeinden unter 30 Datenwerte

a priori von der Interpolation ausgeschlossen. Von den verbleibenden neun

Gemeinden werden fur jeden Gerichtsbezirk die drei am besten geeigneten als

Auswahl flir die Kriging-Interpolation verwendet. Die Bewertung erfolgte hinsichtlich

der StichprobengrofRe (B+), der Malizahlen der deskriptiven Statistik (B;), der Vertei-

lungsform der zu untersuchenden Variable Grundstlckspreis (Bs), der Punktver-

teilung (B4) und Autokorrelation (Bs).

B, B, B; B4 Bs B,'B,'B;'B; =B
AICH 1 4 3 4 3 1-4-3-4-3 = 144
HAus 4 5 1 2 2 4-51-2:2=80
RAMSAU 5 3 5 1 5 5-3-5-1-5 =375
ROHRMOOS 2 1 2 3 4 2:1-2:3-4 =48
SCHLADMING 3 2 4 5 1 3:2:4-51=120
GROBMING 4 3 1 2 3 4-3:1-23=72
MITTERBERG 3 2 3 1 4 3:2:314=72
OBLARN 2 4 4 3 1 2:4-4-3-1 =96
ST. MARTIN 1 1 2 4 2 1-1-2-4-2=16

Tab. 5.7: Bewertung der Gemeinden fiir die Kriging-Interpolation
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5.3.1 Deterministische Interpolation

FiUr die Datensatze wurden jeweils die globale Polynominterpolation (GPI), die lokale
Polynominterpolation (LPI), Inverse Distance Weighted (IDW) und die Spline Interpo-
lation (CRS) mithilfe des Geostatistical Analyst in ArcGIS® durchgefuhrt. GPI
verwendet als globale Methode den kompletten Datensatz, LPI, IDW und die Spline
Interpolation als lokale Methoden die definierte Nachbarschaftsumgebung, deren
Datenpunkte in die Berechnung eingehen. Zur VerflUgung stehen die nachsten
Nachbarn, Quadranten und Oktanten Suchmethode in Form eines Kreises bzw. einer
Ellipse mit Hilfe derer Anisotropie berucksichtigt werden kann. LPI, IDW und die
Spline Interpolation sind sensitiv gegenuber der Nachbarschaftsdefinition.

Die Nachbarschaftsumgebung — das sind die Maximal- und Minimalanzahl der zu
verwendenden Datenpunkte, sowie die Suchrichtung und Umgebung wurde durch so
gewahlt, dass der resultierende RMSPE minimiert wird. Dies konnte nur durch
manuelles ,Versuchen und Probieren“ bewerkstelligt werden. IDW und die Spline
Interpolation reagierten dabei am empfindlichsten gegenuber der Form und Orien-
tierung der Nachbarschaftsumgebung (Kreis, Ellipse, Ausrichtung) und weniger auf
die Anzahl der Datenpunkte, wahrend sich die LPI am empfindlichsten gegenuber
der Anzahl der Datenpunkte erwies.

Die optimalen Modellparameter “power” (vgl. Gl. 4.7 — Exponent) bei IDW und
Kernelparameter bei der Spline Interpolation konnen in ArcGIS® Uuber eine
entsprechende Optimierungsfunktion berechnet werden und wurden unverandert
ubernommen. Grundlage ist auch hier die Minimierung des RMSPE. Fur
verschiedene Modellparameter werden automatisch mithilfe der Kreuzvalidierung die
entsprechenden RMSPE berechnet und diejenigen als optimal identifiziert, welchen
den geringsten RMSPE ergeben.

Der Vergleich der Interpolationen erfolgt ebenfalls anhand des RMSPE Wertes aus
der Kreuzvalidierung, die Ergebnisse sind in Tab. 5.8 angefuhrt. Vorab sei noch
erwahnt, dass fur die GPI aller Daten bzw. die beiden Berichtsbezirke getrennt nur
geringfugige Unterschiede hinsichtlich der verwendeten Ordnung im RMSPE auf-
treten. Fur den kompletten Datensatz und den GB Grobming ergeben die GPI der
Ordnung ein bis funf, fir den GB Schladming der Ordnung eins bis drei praktisch
gleiche RMSPE. Hinsichtlich der Spline Interpolation ergibt die Basisfunktion
‘completely regularized spline’ (CRS) das beste Ergebnis, der Unterschied zu ‘spline
with tension’ ist allerdings gering.

In sieben von neun Fallen, insbesondere fur die kompletten Gerichtsbezirke bzw.
allen Datenpunkten erweist sich unter den deterministischen Interpolationen die
Spline Interpolation mit CRS in Hinblick auf den Schatzfehler am besten. In den zwei
anderen Fallen ist sie einmal knapp gefolgt die zweit beste Methode, im anderen Fall
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ergibt sie das schlechteste Ergebnis, wobei hier alle Ergebnisse am engsten bei-
einander liegen. In diesem Fall ist der Grund offensichtlich ein rdumlich isolierter
Datenpunkt, der von allen anderen weit entfernt liegt.

GPI LPI IDW CRS
Ordnung | RMSPE | ordnung | RMSPE power RMSPE RMSPE
Aich 2 23.78 2 23.12 1.18 20.62 19.91
Ramsau 2 50.69 2 50.11 1.06 42.61 41.41
Schladming 1 56.94 2 60.77 1 58.38 57.15
GB-Schladming 3 42.74 2 42.34 1 39.62 39.42
Grobming 3 19.35 2 18.92 184 17.82 17.67
Mitterberg 2 18.08 2 16.96 1.03 17.16 16.42
Oblarn 1 12.90 2 12.53 1 13.27 13.58'
GB-Grébmimg 3 18.40 2 17.66 1.28 16.05 15.71
Alle Datenpunkte 4 31.06 1 29.74 1 27.97 27.81

IDW liefert in den meisten Fallen das zweit beste Ergebnis. In Abbildung 5.8 ist das
Untersuchungsgebiet mit den 18 Gemeinden und der Grundstlckspreisoberflache
dargestellt. Die dick umrahmten Polygone kennzeichnen die aus Tab. 5.7 sechs
ausgewahlten Gemeinden (Ramsau, Schladming, Aich, Grébming, Mitterberg und

Oblarn von West nach Ost) fiir den Interpolationsvergleich.

Tab. 5.8: Vergleich der deterministischen Interpolationsverfahren
! spline with tension

Abb. 5.9: Interpolationsoberflache der Grundstiickspreise
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Im Anhang 17 sind beispielhaft im Bereich Grobming Interpolationsoberflachen aus
LPI, IDW und CRS gegenubergestellit.

5.3.2 Kriging Interpolation

Als Kriging Methoden wurden Ordinary Kriging und Universal Kriging verwendet,
welche in ArcGIS® ebenfalls im Geostatistical Analyst integriert sind. Der Arbeits-
ablauf wird durch einen Assistenten gesteuert (Abb. 5.10), die erstellten Interpola-
tionsmodelle werden als Datenebene in ArcMap® eingefugt und bleiben editierbar,
was eine einfache und nachtragliche Anderung und Feinabstimmung der Kriging-
Parameter ermdglicht. In der Literatur wird Gberwiegend fur eine empirische Auswabhl
der Variogrammfunktion, basierend auf Referenzprojekten, pladiert. Da fuar die
gegenstandlichen Untersuchungen keine Vergleichsprojekte vorlagen, erfolgte die
Auswahl der Variogrammfunktion und die Ermittlung der Variogrammparameter
automationsunterstutzt durch ArcGIS®, welches das optimale Variogrammmodell
und dessen Parameter Uber Minimierung des RMSPE berechnet.

a1 Germeral <mere |
I Miaw Sottings Krigng i5 80 Interpolatir that Can be exsct or
0 smoothed depending on the measurement emor m....

Abb. 5.10: Assistent des Geostatistical Analyst in ArcGIS®

Fir die sechs Gemeinden, die zwei Gerichtsbezirke und den kompletten Datensatz
wurden als Variogrammmodell durchwegs das robuste Modell (vgl., Gl. 3.47)
gewahlt, die (Semi-)Variogramme steigen im Ursprung steil an und erreichen schnell
den Schwellwert oder zeigen einen reinen Nugget-Effekt. Dies bedeutet, dass
Autokorrelation nur in der nahen Umgebung oder Uberhaupt nicht nachgewiesen
werden kann. Keine grof’e Autokorrelation zeigte bereits der im Rahmen der
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explorativen Datenanalyse durchgeflhrte Test (Moran’s I-Index, Kap. 5.2.1.4 bzw.
Kap. 5.2.2.1), ein leicht positiver Wert ist jedoch vorhanden, sodass die Kriging
Interpolation a priori nicht ausgeschlossen werden kann. Die fehlende Autokor-
relation muss jedoch nicht darin begriindet sein, dass die Verteilung der Grund-
stuckspreise nicht grundsatzlich autokorreliert ist, sondern kann auch darin liegen,
dass der Punktabstand zu grof} ist, um eine rdumliche Autokorrelation festzustellen.

Die Ergebnisse der verschiedenen OK und UK Interpolationsmodelle sind in Tab. 5.9
zusammengefasst. Da OK einen Trend bereinigten Datensatz bendtigt, muss dieser
zuvor eliminiert werden. Fir die Berechnung stehen Polynome der Ordnung null
(Konstante) bis drei zur VerfiUgung. Nach erfolgter OK Schatzung wird der
berechnete Trend wieder angebracht. UK berucksichtigt den Trend in den Kriging
Gleichungen, wobei wiederum dieselben Trendmodelle wie bei OK zur Verfigung
stehen. Die Trendbertcksichtigung kann mithilfe eines Kontrollparameters gesteuert
werden, sodass diese mehr einer GPl oder LPI entspricht. Die Auswirkung im
resultierenden RMSPE-Wert ist eher gering, doch interessanterweise hat sich ge-
zeigt, dass sowohl fir OK als auch UK die GPI geringfligig bessere Ergebnisse
aufweisen. Bedeutend wichtiger ist die Bericksichtigung einer Anisotropie, die sehr
wohl einen markanten Einfluss auf den berechneten RMSPE-Wert ausubt. Bezlglich
der GroRe des Suchbereiches kdonnen die in Kap.5.2.2.3.5 getroffenen Aussagen
bestatigt werden. Die optimalen Werte der verwendeten Maximal- bzw. Minimal-
punktanzahl wurden durch ,Probieren® ermittelt, die Minimalanzahl liegt zwischen vier
fur eine eher kleine und acht fir eine groRere Punktanzahl. Die Anzahl der Sektoren
spielt eine untergeordnete Rolle (vgl. Kap. 5.2.2.3.5). Allgemein lasst sich eher
festhalten, dass komplexere Modelle (z. B. hochgradige LPI bei der Trendberei-
nigung, Berechnung von zusatzlichen Parametern, erhdhte Sektorenanzahl)
numerisch zu schlechteren RMSPE-Werten flhren.

OK [RMSPE] UK [RMSPE]
Trend | konstant | linear | quadratisch | konstant | linear | quadratisch

Aich 18.00 | 19.44 20.67 17.83 20.04 n.b.

Ramsau 41.87 | 42.18 43.31 41.35 4472 43.20
Schladming 55.68 | 56.85 58.50 55.14 57.17 59.79
GB-Schladming 40.32 | 40.01 40.22 39.59 39.55 42.59
Groébming 17.86 17.84 17.89 17.65 17.58 19.18
Mitterberg 16.46 | 16.68 16.34 16.59 17.21 16.36
Oblarn 12.96 | 12.43 n.b. 13.08 13.79 n.b.

GB-Grébmimg 16.01 15.75 16.04 15.69 15.70 17.63
Alle Datenpunkte 28.09 | 28.02 28.07 28.03 27.82 30.14

Tab. 5.9: Vergleich der Kriging Interpolationsverfahren
n.b. nicht berechnet
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Fir drei mit “n.b.“ bezeichneten Gemeinden wurde die Interpolationsoberflache mit
quadratischer Trendberucksichtigung nicht berechnet, da sich kein optimales Modell
berechnen lasst und die manuellen Berechnungen weit schlechtere Resultate
ergeben. Infolge eines einzelnen raumlich isolierten und relativ weit entfernten
Datenpunktes kann offensichtlich keine gute und sinnvolle quadratische Trend-
bereinigung berechnet werden. Als Vergleich werden ohnehin die Interpolations-
modelle mit linearer Trendbertcksichtigung herangezogen, da dies den Gegeben-
heiten am meisten entspricht. Aus der Gegenuberstellung ist zu sehen, dass UK erst
mit grofRerer Datenmenge (Gemeinde Grébming mit 158, GB Schladming mit 275
und GB Grébming mit 421 Datenpunkten) geringfligig bessere Ergebnisse in Hinblick
auf den Schatzfehler liefert, ansonsten ergibt OK das bessere Ergebnis, wobei die
Unterschiede teilweise marginal sind. Dies bestatigt die in Kap. 5.2.2.3.4 aufgestellte
Behauptung, dass OK in den meisten Fallen ausreichend ist.

Als wichtig hat sich die die Optimierung des Trendmodells herausgestellt, um
modglichst kleine RMSPE Werte zu erhalten. Die Verwendung von lokalen Polynomen
fur die Trendbereinigung ergibt deutlich kleinere RMSPE Werte

Tabelle stellt 5.10 stellt schlieBlich die besten Ergebnisse der deterministischen und
Kriging Interpolation gegenulber. Daraus ist ersichtlich, dass flr die vorliegende
Untersuchung der Grundstlckspreise im GB Schladming und GB Grébming beide
Methoden gleichwertig sind.

DETERMINISTISCH KRIGING

[RMSPE] [RMSPE]
Aich 19.91 19.44
Ramsau 41.41 42 43
Schladming 56.94 56.85
GB-Schladming 39.42 39.55
Grdébming 17.67 17.81
Mitterberg 16.42 16.85
Oblarn 12.53 12.43
GB-Grobmimg 15.71 15.70
Alle Datenpunkte 27.81 27.82

Tab. 5.10: Vergleich beste deterministische Interpolation - Kriging

Im Anhang 18 sind fur denselben Bereich in Grobming die Interpolationsoberflachen
aus OK und UK dargestellt. Eine Verbesserung des Kriging Ergebnisses lie3e sich
nur durch zusatzliche Informationen, die als weitere Datenebene in ein Co-Kriging
Modell eingehen, erzielen.
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6 SCHLUSSBEMERKUNGEN

6.1 Zusammenfassung der verwendeten Methoden

Grundstuckspreise und deren Entwicklung sind im privaten als auch offentlichen
Bereich von groRem Interesse, aber in Osterreich wenig transparent. Im
Wesentlichen wird weitgehend noch auf Schatzungen von Experten oder
hedonischen Preiskonzepten zurlickgegriffen. Diese Arbeit behandelt und vergleicht
verschiedene Interpolationsmethoden auf Grundlage tatsachlich getatigter Grund-
stiicksverkaufe, mithilfe derer in weiterer Folge Bodenpreiskarten abgeleitet werden
konnen.

Die Ausgangsdaten der Grundstickspreise liegen im Zeitraum von 1995 bis 2009 auf
Parzellenniveau vor. Da nur eine sehr beschrankte Anzahl von tatsachlich verkauften
Grundsticken als Stichprobe zur Verfligung steht, missen von den bekannten Da-
tenpunkten ausgehend, die unbekannten Preiswerte der dazwischen liegenden
Parzellen mithilfe eines geeigneten Interpolationsverfahrens berechnet werden. Die
Anzahl der innerhalb eines Jahres getatigten Grundsticksverkaufe als Interpolations-
stltzpunkte reicht bei den Beispielgemeinden nicht aus, weshalb die Verkaufe
mehrerer Jahre zusammengefasst werden mussten. Dazu ist die Hochrechnung der
alteren Preise mit einem Preisindex auf das Preisniveau des zu interpolierenden
Jahres 2009 erforderlich. Fir diese Valorisierung wurde nicht der Verbraucher-
preisindex verwendet, sondern ein fur diesen Datensatz berechneter Bodenpreis-
index (POCHINGER, 2009).

Nach Detektion und Elimination von fehlerhaften Datenwerten bzw. Ausrei3ern und
einer nicht rdumlichen statistischen Analyse der Verkaufspreise flur Baulandgrund-
stiicke erfolgte die VerknlUpfung dieser mit dem digitalen Kataster (DKM). Ziel ist die
Berechnung einer bestmdglichen Schatzoberflache auf dieser minimalen
unabdingbaren Datengrundlage. Fir die Schatzung der Grundstlickspreise pro
Quadratmeter stehen prinzipiell eine Reihe von Interpolationsverfahren zu Ver-
fugung, die tatsachlichen Madglichkeiten sind aber durch die verwendete GIS-
Software (ArcGIS® 10 Desktop) beschrankt. Neben den eher einfachen Verfahren,
wie Polynom Regression (GPI, LPIl) und IDW stehen auch die vergleichsweise
komplexeren Methoden SPLINE und KRIGING zur Verfligung. Im Unterschied zu
den deterministischen Verfahren (GPI. LPI, IDW und SPLINE) werden bei dem
stochastischen Interpolationsverfahren KRIGING die Gewichtungsfaktoren nicht
allein aufgrund der Lage der Messpunkte im Raum bestimmt, sondern ein, aus den
Eigenschaften der Variablen in ihrer Anordnung im Raum abgeleiteter,
stochastischer Anteil hinzugenommen wird. Die Basis flr das eigentliche Kriging-
verfahren bildet der Betrag der raumlichen Varianzanderung zwischen den jeweiligen
einzelnen Werten.
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6.2 Zusammenfassung der Ergebnisse

Das vorhandene Punktdatennetz ist unregelmafig und weist groftenteils eine grup-
pierte Struktur auf. Dies sind flir die nachfolgende Interpolation nicht die idealen
Voraussetzungen. Die exakten und lokalen Interpolationsmethoden ergeben erwar-
tungsgemall die besseren Ergebnisse. Als Kriterium fir den Vergleich der
verschiedenen Interpolationsoberflachen wurde der RMSPE-Wert aus der Kreuzva-
lidierung herangezogen.

Unter den deterministischen Verfahren wird das beste Resultat in Hinblick auf den
Schatzfehler durch die Spline Interpolation mittels CRS erreicht. Dieses Ergebnis
bestatigt ahnliche Untersuchungen von DUMFARTH (1996) fur die Bodenpreisland-
schaft der Stadt Salzburg.

Als geostatistische Modelle wurden Ordinary Kriging und Universal Kriging ver-
wendet. Dabei hat sich die allgemeine Empfehlung bestatigt, dass man mit OK
ausreichend genaue Ergebnisse erhalt. Der Vergleich zwischen OK und UK zeigt,
dass beide Verfahren nahe beieinander liegen und UK erst bei einer gréf3eren Daten-
punktanzahl Vorteile, da eine groRere Punktanzahl notwendig ist, um mit der
integrierten Trendberucksichtigung gleichwertige oder evtl. bessere Ergebnisse zu
erzielen. Bezuglich der Suchumgebung konnten bereits bestehenden Studien von
GAU (2010) auf die gegenstandliche Anwendung bestatigt und Gbertragen werden. Es
hat sich herausgestellt, dass die Kriging Interpolationsmodelle unter Berlcksich-
tigung der wichtigen Parameter (z. B. Anisotropie) so einfach wie mdglich gehalten
werden kdnnen.

Obwohl wenig Autokorrelation festzustellen war, liefert die geostatistische Schatzung
die gleich guten Ergebnisse wie die beste deterministische Interpolationsmethode.
Die schwache Autokorrelation muss jedoch nicht darin begrindet sein, dass die
Verteilung der Grundstlckspreise nicht grundsatzlich autokorreliert ist, sondern kann
auch darin liegen, dass der Punktabstand zu grof3 ist, um eine raumliche
Autokorrelation festzustellen. Die Hinzunahme von sekundar oder tertiar Information
fur ein erweitertes Co-Kriging war wegen fehlender Daten nicht moglich.

6.3 Ausblick

Die Untersuchungen haben gezeigt, dass die geostatistischen Interpolationsmetho-
den nur auf Grundlage des Verkaufspreises pro Quadratmeter vergleichbar gute
Ergebnisse wie die besten deterministischen Methoden ergeben. Unter Verwendung
weiterer Informationen liegt ein groRes Potenzial fur die Erstellung von Grundstucks-
preisoberflachen mit Kriging Verfahren vor. Nutzliche Informationen hierfur sind
Angaben, die beeinflussende Merkmale des Bodenwertes bericksichtigen, wie Form
und Hohenlage des Grundstickes, Bodenverhaltnisse, Ver- und Entsorgungslei-



Schlussbemerkungen Seite 85

tungen. Zu diesen individuellen Merkmalen kénnen noch die Eigenschaften der
Mikrolage des Grundstickes, wie Wohnlage (unmittelbare Verbauung), Verkehrs-
lage, Infrastrukturlage, Klimalage oder Lage in Gefahrenzonen hinzugezogen
werden. Diese konnte durch hedonische Preisindizes, welche die qualitativen
Unterschiede beschreiben berlcksichtigt werden. Mit Hilfe von Co-Kriging ist es
mdglich, diese weiteren Informationen in das Modell zu integrieren und eine bessere
Beschreibung der raumlichen Verteilung zu erhalten.

Neue Forschungen beschaftigen sich mit raumzeitlichen Interpolationsmethoden, da
in zunehmenden Male in GIS Anwendungen Daten, die Raum und Zeit miteinander
verbinden, sog. raumzeitliche Daten (engl. spatiotemporal data) verwendet werden.
Die gegenstandliche Arbeit ist ebenfalls ein Beispiel daftir, wo fir die Schaffung aus-
reichender Interpolationsstitzpunkte die Grundstlickspreise der verschiedenen Zeit-
epochen auf eine einheitliche Basis umgerechnet werden mussten. Infolge des
zusatzlichen Zeitattributes sind die traditionellen raumlichen Interpolationsmethoden
oft unzureichend fir raumzeitliche Daten und daher wurden neue raumzeitliche
Interpolationsmethoden entwickelt (LixIN, 2009). Fur raumzeitliche Interpolationen
sind generell zwei Methoden moglich: Reduktion oder Erweiterung.

Die Reduktionsmethode behandelt die Zeit unabhangig von der raumlichen
Dimension. Diese Methode reduziert das raumzeitliche Interpolationsproblem zu
einer gewohnlichen raumlichen Interpolation und umfasst zwei Stufen. Zuerst wird
der gesuchte Wert Uber die Zeit fur alle Datenpunkte interpoliert und dann eine
raumliche Interpolation durchgefihrt. Diese Methode wurde in der vorliegenden
Arbeit angewendet.

Die Erweiterungsmethode behandelt die Zeit als aquivalent zur raumlichen
Dimension. Diese Methode behandelt die Zeit als weitere Dimension im Raum und
erweitert das raumzeitliche Interpolationsproblem in ein eindimensional hoheres
raumliches Interpolationsproblem. Fir den Fall eines zweidimensionalen Raum-
bereichs wirde der Erweiterungsansatz eine dreidimensionale Interpolationsmethode
fur den Bereich von (x, y, t) bendtigen.

Als raumliche Interpolationsmethode untersucht LIXIN (2009) zusatzlich zu IDW und
Kriging die sog. Form-Funktionen (engl. shape functions) anhand von Testdaten
aus tatsachlich verkauften Immobilien. Die Studien zeigen, dass die Erweiterungs-
methode mit Form-Funktionen die genaueste raumzeitliche Interpolationsmethode in
Hinblick auf dem RMSPE-Wert ist. Dabei ist zu beachten, dass es unter Umstanden
nicht leicht ist, zeitliche Einheiten mit raumlichen Einheiten zu vergleichen. Wichtig
ist, dass Form-Funktion und Kriging basierende Interpolationsmodelle invariant
gegenuber einer Koordinatenskalierung sind, wahrend IDW dies nicht ist. Zuletzt wird
noch gezeigt, dass sich die Aggregation von Daten in Zeitintervallen eine negative
Auswirkung auf die Genauigkeit der Reduktionsmethode hat.
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Anhand von Testdaten fur Ozonwerte zeigt LIXIN (2009), dass die Erweiterungs-
methode die genauesten Ergebnisse in Bezug auf den RMSPE-Wert ergeben. In
diesem Fall allerdings erreicht Kriging das leicht bessere Ergebnis.

Bestehende GIS-Softwareprodukte haben ublicherweise noch nicht die Moéglichkeit
raumzeitliche Daten darzustellen, zu interpolieren und zu visualisieren. Raum-
zeitliche Interpolationen werden im Allgemeinen reduziert auf eine Sequenz von
raumlichen Interpolationen. Diese Reduktionsmethode ist im Allgemeinen geeignet
fur Daten, die regelmaRig und hinreichend Uber den Zeitbereich gesammelt werden.
Diese Erweiterungsmethode bendtigt nicht die Annahme von genugenden Daten
uber den Zeitbereich. Sie funktioniert auch gut flur unregelmafig vorhandene Daten,
sowohl im Raum als auch in der Zeit (LIXIN, 2009). Fur die oben vorgestellten Stu-
dien wurde ein auf universitarer Ebene entwickeltes Datenbanksystem (MLPQ -
Management of Linear Programming Queries) verwendet. Man darf gespannt sein,
ob diese Entwicklungen auch in kommerziellen GIS-Softwareprodukten Einzug
halten werden.
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Anhang 1: Tabelle des kritischen Quotienten B/s auszugsweise aus PEARSON &
STEPHENS (1964)

untere Quantile obere Quantile
Signifikanz-Niveau Signifikanz-Niveau
n 0,01 0,05 0,10 0,10 0,05 0,01
3 1.737 1.758 1.782 1.997 1.999 2.000
4 1.87 1.98 2.04 2.409 2.429 2.445
5 2.02 2.15 2.22 2.712 2.753 2.803
6 2.15 2.28 2.37 2.949 3.012 3.095
7 2.26 2.40 2.49 3.143 3.222 3.338
8 2.35 2.50 2.59 3.308 3.399 3.543
9 2.44 2.59 2.68 3.449 3.552 3.720
10 251 2.67 2.76 3.57 3.685 3.875
11 2.58 2.74 2.94 3.68 3.80 4.012
12 2.64 2.80 2.90 3.78 3.91 4.134
13 2.70 2.86 2.96 3.87 4.00 4.244
14 2.75 2.92 3.02 3.95 4.09 4.34
15 2.80 2,97 3.07 4.02 4.17 4.44
16 2.84 3.01 3.12 4.09 4.24 4,52
17 2.88 3.06 3.17 4.15 431 4.60
18 2.92 3.10 3.21 421 4.37 4.67
19 2.96 3.14 3.25 4.27 4.43 4.74
20 2.99 3.18 3.29 4.32 4.49 4.80
25 3.15 3.34 3.45 4.53 471 5.06
30 3.27 3.47 3.59 4.70 4.89 5.26
35 3.38 3.58 3.70 4.84 5.04 5.42
40 3.47 3.67 3.79 4.96 5.16 5.56
45 3.55 3.75 3.88 5.06 5.26 5.67
50 3.62 3.83 3.95 5.14 5.35 5.77
55 3.69 3.90 4.02 5.22 5.43 5.86
60 3.75 3.96 4.08 5.29 5.51 5.94
65 3.80 4.01 4.14 5.35 5.57 6.01
70 3.85 4.06 4.19 5.41 5.63 6.07
75 3.90 411 4.24 5.46 5.68 6.13
80 3.94 4.16 4.28 5.51 5.73 6.18
85 3.99 4.20 4.33 5.56 5.78 6.23
90 4.02 4.24 4.36 5.60 5.82 6.27
95 4.06 4.27 4.40 5.64 5.86 6.32
100 4.10 431 4.40 5.68 5.90 6.36
150 4.38 4.59 4.72 5.96 6.18 6.64
200 4.59 4.78 4.90 6.15 6.39 6.84
500 5.13 5.37 5.49 6.72 6.94 7.42
1000 5.57 5.79 5.92 7.11 7.33 7.80
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Anhang 2: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundstticks-
preise auf Katastralgemeindeebene im Gerichtsbezirk Schladming

Deskriptive Statistik

Katastralgemeinde N Min Max m s Schiefe Kurtosis
Aich Pv_m2 34 17,41 88,31 51,53 21,63 -0,133 -1,290
Ennsling® Pv_m2 4 27,23 93,64 49,38 30,50 1,644 2,620
Gossenberg Pv_m2 10 12,18 25,62 19,85 5,04 -0,393 -1,092
Haus® Pv_m2 42 8,43 151,70 73,28 26,57 -0,137 2,136
Klaus® Pv_m2 26 14,99 246,86 98,81 59,46 0,899 0,285
Leiten? Pv_m2 35 9,08 313,40 87,72 67,00 1,782 3,918
Oberhaus Pv_m2 9 16,44 105,96 55,48 26,91 0,292 0,592
Pichl Pv_m2 16 14,96 88,31 59,92 22,49 -0,703 -0,752
Preunegg Pv_m2 3 14,30 104,31 45,94 50,62 1,714

Ramsau’ Pv_m2 36 8,33 294,18 94,92 64,57 0,797 0,856
Rohrmoos® Pv_m2 27 7,92 192,22 77,33 46,34 0,384 -0,208
Schladming4 Pv_m2 28 27,23 200,00 105,58 50,91 0,282 -1,066
Untertal® Pv_m2 8 30,41 184,50 81,67 60,22 1,086 -0,434
WeiRenbach® Pv_m2 12 16,85 88,25 57,54 23,66 -0,560 0,637

Histogramme
Histogramm Histogramm Histogramm
5 o ~ 5 . E— —
g .
Pv_m2 Pv_m2 Pv_m2
Histogramm Histogramm Histogramm
em e e e B e e e e e el
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Anhang 2: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundstticks-
preise auf Katastralgemeindeebene im Gerichtsbezirk Schladming
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Anhang 2: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundstticks-
preise auf Katastralgemeindeebene im Gerichtsbezirk Grébming

Deskriptive Statistik

Katastralgemeinde N Min Max m s Schiefe Kurtosis
Diemlern® Pv_m2 3 32,57 96,07 55,22 35,45 1,70
Grébming Pv_m2 174 5,52 238,10 60,20 24,35 2,059 15,778
GrofR3solk Pv_m2 25 9,31 67,70 35,05 13,10 -0,117 0,934
Kleinsolk Pv_m2 15 10,42 66,63 33,98 15,91 0,511 -0,166
Lengdorf® Pv_m2 9 5,62 33,38 28,67 8,73 -2,890 8,512
Michaelaberg Pv_m2 32 7,73 145,71 40,29 24,06 2,533 11,703
Mitterberg Pv_m2 92 6,36 108,91 50,50 20,43 -0,161 0,002
Oblarn® Pv_m2 35 19,95 121,14 47,45 12,73 2,145 8,064
Pruggern Pv_m2 28 12,76 55,61 32,16 12,16 0,281 -0,956
St. Martin® Pv_m2 26 9,28 65,94 36,16 12,64 0,013 0,210
St. Nikolai Pv_m2 15 12,03 30,55 21,47 4,79 0,027 0,104
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Anhang 2: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundsticks-
preise auf Katastralgemeindeebene im Gerichtsbezirk Grébming
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Anhang 3: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundstticks-
preise auf Gemeindeebene im GB Schladming

Deskriptive Statistik
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Anhang 3: Deskriptive Statistik und Histogramme der valorisierten Grundstticks-

preise auf Gemeindeebene im GB Grobming

Deskriptive Statistik

Gemeinde
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Anhang 4: Deskriptive Statistik und Histogramm der valorisierten Grundsttickspreise
auf Gerichtsbezirksebene

Pv_m2 N | Min Max m s Schiefe | Kurtosis
GB Schladming 290 7,92 313,40] 76,78 50,46 1,411 3,073
GB Groébming 460) 5,52] 238,10] 48,24 48,24 1,499 9,182
Histogramm Histogramm
40 | 80 I
G . AT S ZZ ]
‘ ' ‘ Pv_m2 ' ‘ » ' ' ‘ Pv_m2 ‘ ' '

GB Schladming GB Groébming
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Anhang 5: Ausreil3eranalyse mittels Box-Plot auf Katastralgemeindeebene, Gemein-
deebene und Gerichtsbezirksebene

GB Schladming
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Anhang 6: Test auf Normalverteilung — QQ-Diagramme GB Schladming
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Anhang 6: Test auf Normalverteilung — QQ-Diagramme GB Grébmimg

P-P-Diagramm von Normal von Pv_m2
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Anhang 7: Test auf Normalverteilung — PP-Diagramme GB Schladmimg
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Anhang 7: Test auf Normalverteilung — PP-Diagramme GB Grébming
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Anhang 8: Test auf Normalverteilung — GB Schladming und GB Grébming
Kolmogorov-Smirnov und Shapiro-Wilk Test

Test auf Normalverteilung fur die Katastralgemeinden im GB Schladming

Gemeinde Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk

Statistik df Signifikanz | Statistik df Signifikanz
Aich Pv_m2 ,173 34 ,012 ,917 34 ,014
Gossenberg  Pv_m2 ,160 10 ,200° ,903 10 237
Haus Pv_m2 ,142 58 ,005 ,948 58 ,014
Oberhaus Pv_m?2 174 9 ,200° ,948 9 671
Pichl Pv_m2 ,193 16 ,113 ,910 16 ,116
Preunegg Pv_m2 ,368 3 , 791 3 ,092
Ramsau Pv_m2 ,094 68 ,200° ,949 68 ,008
Rohrmoos Pv_m2 ,132 35 ,130 ,948 35 ,102
Schladming  Pv._m2 ,104 54 ,200° ,953 54 ,033
a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors
*, Dies ist eine untere Grenze der echten Signifikanz.

Test auf Normalverteilung fur die Katastralgemeinden im GB Grébming

Gemeinde Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk

Statistik | df Signifikanz | Statistik df Signifikanz
Grobming Pv_m2 ,082| 173 ,006 ,975 174 ,004
GroRsolk Pv_m2 ,142 25 ,200° ,937 25 ,124
Kleinsolk Pv_m2 ,198 15 ,118 ,925 15 ,230
Miachealaberg Pv_m2 ,257 31 ,000 ,871 31 ,001
Mitterberg Pv_m2 ,090 92 ,063 ,973 92 ,056
Oblarn Pv_m?2 ,155 40 ,200° 977 40 573
Pruggern Pv_m2 118 28 ,200° ,958 28 ,320
St. Martin Pv_m2 ,137 38 ,071 ,881 38 ,001
St. Nikolai Pv_m2 ,094 15 ,200° ,991 15 1,000

a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors

*. Dies ist eine untere Grenze der echten Signifikanz.

Test auf Normalverteilung fir den Gerichtsbezirk

Gerichtbezirk Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk

Statistik df Signifikanz | Statistik df Signifikanz
Schladming Pv_m2 ,111 287 ,000 ,935 287 ,000
Grébming Pv_m2 ,041 457 ,061 ,986 457 ,000

a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors
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Anhang 9: Test auf Autokorrelation — Moran’s I-Index und Geary’s C-Index
Test der Punktverteilung mittels Nearest Neighbour Analysis (NNA)

Moran’s | Geary's C NNA

Gemeinde n Moran’'s | | Geary's C
Distanzkorrektur Distanzkorrektur Index
Aich 34 0.02 0.95 -0.03 1.01 0.60
Gossenberg 10 0.44 0.36 0.04 0.85 0.59
Haus 58 0.13 0.66 0.00 0.97 0.51
Oberhaus 9 -0.19 1.16 -0.11 0.96 0.89
Pichl 16 -0.19 1.20 -0.05 0.95 0.55
Preunegg 3 -0.36 0.86 -0.43 0.93 2.44
Ramsau 68 0.75 0.65 0.01 0.99 0.44
Rohrmoos 35 0.19 0.85 -0.03 1.00 0.66
Schladming 54 -0.07 1.06 -0.02 0.99 0.53
GB Schladming | 287 0.22 0.74 -0.01 1.02 0.39
Moran’s | Geary's C NNA

Gemeinde n Moran's | | Geary's C
Distanzkorrektur Distanzkorrektur Index
Grobming 173 0.04 0.85 0.00 0.99 0.42
GroRsolk 25 -0.01 0.79 -0.04 1.00 0.18
Kleinsolk 15 0.13 0.51 0.03 0.93 1.03
Michaelaberg 31 0.23 0.52 0.01 0.93 0.97
Mitterberg 92 0.14 0.61 0.03 0.91 0.30
Oblarn 40 0.06 0.65 --0.01 0.94 0.53
Pruggern 28 -0.02 0.99 -0.03 1.01 0.81
St. Martin 38 0.04 0.48 -0.01 0.80 0.42
St. Nikolai 15 0.76 0.36 0.07 0.77 0.16
GB Grobming 457 0.20 0.75 0.07 0.95 0.24
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ebene nach Fehlerbereinigung und Ubernahme in ArcGIS

GB Schladming

Anhang 10: Deskriptive Statistik der valorisierten Grundstiickspreise auf Gemeinde-

Gemeinde N Min Max m S Schiefe | Kurtosis
Aich Pv_m2 31 17,41 88,31 52,76 21,43 -,213 -1,163
Gossenberg Pv_m2 10 12,18 25,62 19,85 5,04 -,394 -1,092
Haus Pv_m2 57 8,43 | 151,70 67,95 27,11 -,029 1,105
Oberhaus Pv_m2 9 16,44 | 105,96 55,48 26,91 ,292 ,592
Pichl Pv_m2 15 14,96 88,31 58,58 22,62 -,601 -,867
Preunegg Pv_m2 3 14,30 [ 104,31 45,94 50,61 1,714

Ramsau Pv_m2 65 8,33 ] 190,19 83,59 50,75 ,373 -,908
Rohrmoos Pv_m2 33 7,92 192,22 76,47 49,31 ,690 -,157
Schladming Pv_m2 52 14,99 | 246,86 100,79 54,70 ,654 -,250

GB Grobming

Gemeinde Min Max m Schiefe Kurtosis
Groébming Pv_m2 158 5,52 115,97 59,16 20,12 -0,333 0,526
Grof3solk Pv_m2 22 9,31 67,70 36,54 12,69 -0,110 1,280
Kleinsdlk Pv_m2 15 10,42 66,63 33,98 15,91 0,511 -0,166
Michaelaberg Pv_m2 27 7,73 58,64 35,89 15,47 -0,694 -0.638
Mitterberg Pv_m2 86 6,36 108,91 50,96 20,66 -0,170 -0,031
Oblarn Pv_m2 37 16,24 75,01 42,84 13,93 0,187 -0,062
Pruggern Pv_m2 26 12,76 55,61 31,89 12,59 0,343 -1,065
St. Martin Pv_m2 35 5,62 96,07 35,89 15,36 1,719 6,799
St. Nikolai Pv_m2 15 12,03 30,55 21,47 4,79 0,028 0,103
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Anhang 11: Deskriptive Statistik und Histogramm der valorisierten Grundstiicks-

preise auf Gerichtsbezirksebene nach Fehlerbereinigung und Uber-
nahme in ArcGIS

Gerichtsbezirk
Pv_m2 N | Min Max m s Schiefe | Kurtosis
GB Schladming 275 7,92 313,40| 76,26 45,47 0,94 0,72
GB Grébming 421 5,52 115,97 47,48 21,06 0,232 -0.256
Histogramm Histogramm
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T U T T T T
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Anhang 12: Test auf Normalverteilung — GB Schladming und GB Grébming
nach Fehlerbereinigung und Ubernahme in ArcGIS
Kolmogorov-Smirnov und Shapiro-Wilk Test

Tests auf Normalverteilung fiir die Katastralgemeinden im GB Schladming

Gemeinde Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistik df Signifikanz Statistik df Signifikanz

Aich Pv_m2 ,155 31 ,057 ,927 31 ,037
Gossenberg Pv_m2 ,160 10 ,200° ,903 10 ,236
Haus Pv_m2 ,143 57 ,006 ,947 57 ,014
Oberhaus Pv_m2 , 174 9 ,200° ,948 9 ,671
Pichl Pv_m2 ,185 15 , 175 ,926 15 ,236
Preunegg Pv_m2 ,368 3 . , 791 3 ,092
Ramsau Pv_m2 ,092 65 ,200° ,949 65 ,010
Rohrmoos Pv_m2 ,153 33 ,048 ,939 33 ,063
Schladming Pv_m?2 ,114 52 ,088 ,950 52 ,029

a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors

*. Dies ist eine untere Grenze der echten Signifikanz.

Tests auf Normalverteilung fir die Katastralgemeinden im GB Grébming

Gemeinde Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk
Statistik df Signifikanz Statistik df Signifikanz
Groebming Pv_m2 ,082 158 ,011 ,975 158 ,006
Grosssoelk Pv_m2 ,161 22 ,143 ,939 22 ,192
Kleinsoelk Pv_m2 ,198 15 ,118 ,925 15 ,230
Michaelerberg Pv_m2 ,237 27 ,000 ,891 27 ,008
Mitterberg Pv_m2 ,095 86 ,053 ,973 86 ,072
Oeblarn Pv_m2 ,082 37 ,200° ,979 37 ,700
Pruggern Pv_m2 ,128 26 ,200° ,944 26 ,170
Sankt Martin ~ Pv_m2 ,164 35 ,018 ,846 35 ,000
Sankt Nikolai  Pv_m2 ,094 15 ,200° ,991 15 1,000

a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors

*, Dies ist eine untere Grenze der echten Signifikanz.

Test auf Normalverteilung fiir den Gerichtsbezirk

Gerichtbezirk Kolmogorov-Smirnov® Shapiro-Wilk

Statistik df Signifikanz | Statistik df Signifikanz

Schladming  Pv_m2 ,111 287 ,000 ,935 287 ,000

Grébming Pv_m2 ,041 457 ,061 ,986 457 ,000

a. Signifikanzkorrektur nach Lilliefors
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Anhang 13: Test auf Autokorrelation GB Schladming - Moran’s I-Index
nach Fehlerbereinigung und Ubernahme in ArcGIS
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Anhang 14: Test auf Autokorrelation GB Grébming - Moran’s I-Index
nach Fehlerbereinigung und Ubernahme in ArcGIS
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Anhang

Anhang 15: Trendanalyse — GB Schladming
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Anhang 16: Trendanalyse — GB Grobming
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Anhang 17: Deterministische Interpolationsoberflachen im Bereich Grobming
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Anhang 18: Kriging Interpolationsoberflachen im Bereich Grobming
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